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Területszáḿıtás

f : [a, b]→ IR+ korlátos függvény.

Mennyi a függvény grafikonja és az x tengely közti terület?
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Riemann integrál, ismétlés

s = sup{s(F) : F ∈ F},

S = inf{S(F) : F ∈ F}.

Ekkor s ≤ S .

Ha s = S , akkor f Rie-

mann integrálható.

A függvény Riemann integrálja∫ b

a
f (x)dx = s = S .
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Riemann integrál kétváltozós függvényekre

R ⊂ IR2 mérhető, zárt halmaz. f : R → IR+ folytonos függvény.

S = {(x , y , z) : (x , y) ∈ R, 0 ≤ z ≤ f (x , y)}

Mekkora az f (x , y) felület alatti térrész térfogata, V = V (S)?

6 / 22



A kettős integrál közeĺıtése

R egy felosztása: R = R1 ∪ . . . ∪ Rn, ahol intRi ∩ intRj = ∅.

mi = inf{f (x , y) : (x , y) ∈ Ri},

Mi = sup{f (x , y) : (x , y) ∈ Ri}.

Az Ri tartomány területe:

A(Ri ) ”Area” .

Ekkor sn =
n∑

i=1

A(Ri ) ·mi ≤ V (S) ≤
n∑

i=1

A(Ri ) ·Mi = Sn.
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Defińıció. Egy R ⊂ IR2 halmaz átmérője

δ(R) = sup{‖P1 − P2‖ : P1,P2 ∈ R}.

A felosztás finomsága δ(F) = max
i=1,...,n

δ(Ri ).

f folytonos R-en, ezért egyenletesen is folytonos. =⇒

∀ε > 0-hoz ∃δ > 0, hogy ha δ(F) < δ, akkor Mi −mi < ε.

Ekkor Sn − sn =
n∑

i=1

A(Ri ) · (Mi −mi )≤
n∑

i=1

A(Ri )ε = ε · A(R).

Ezért sup{sn : n ∈ IN} = inf{Sn : n ∈ IN}.

Az imént definiált térfogatot ı́gy jelöljük:

V (S) =

∫∫
R

f (x , y)dR.
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A kettős integrál értelmezése

Defińıció. f : R → IR korlátos, R ⊂ IR2 korlátos. Ennek

felosztása:

R = R1 ∪ . . . ∪ Rn, ahol intRi ∩ intRj = ∅.

Legyen (ξi , ηi ) ∈ Ri . A felosztáshoz tartozó Riemann-féle

közeĺıtő összeg:

Vn =
n∑

i=1

f (ξi , ηi ) · A(Ri ).

f Riemann-integrálható, ha létezik:

lim
n→∞,

max δ(Ri )→0

Vn = V .

Jelölés:

∫∫
R

f (x , y) dR =

∫∫
R

f (x , y) d(x , y).
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A kettős integrál

Következmény. Ha f (x , y) folytonos, ÉT-a R Jordan mérhető,

(jegyzetben) akkor f ezen a tartományon integrálható is.

Példa. ∀(x , y) ∈ R esetén legyen f (x , y) = 1 .

Ekkor ∫∫
R

1 dR = A(R).
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A kettős integrál. Speciális eset.

R téglalap. R = [a, b]× [c, d ]. Az [a, b]-t osszuk n részre, [c , d ]-t

m részre. A felosztás elemszáma N = nm.

∆x =
b − a

n
, ∆y =

d − c

m
.

A közeĺıtő összeg

VN =
n∑

i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆x∆y .
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A kettős integrál, speciális eset (folyt.)

R = [a, b]× [c , d ]. Tfh f (x , y) = A(x) · B(y) szeparálható.∫∫
R

A(x)B(y) d(x , y) =?

Egyenletes felosztással:

VN =
n∑

i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆x ∆y =
n∑

i=1

m∑
j=1

A(ξi )B(ηj)∆x ∆y =

=
n∑

i=1

A(ξi )∆x ·
m∑
j=1

B(ηj)∆y .

Tehát ha n, m→∞:∫∫
R

A(x)B(y) d(x , y) =

∫ b

a
A(x)dx ·

∫ d

c
B(y)dy .
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Példa

Az integrálandó függvény f (x , y) = ex−y .

Az integrálási tartomány R = [0, 1]× [1, 2].

Ekkor ex−y = ex · e−y . Ezért∫∫
R

ex−ydR =

∫ 1

0
exdx ·

∫ 2

1
e−ydy =

= (e − 1) ·
(
− (e−2 − e−1)

)
= (e − 1)(

1

e
− 1

e2
)
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Tulajdonságok. I.

Álĺıtás. Tfh f (x , y) integrálható R-en. Ekkor

1. ∀c ∈ IR esetén c f (x , y) integrálható, és∫∫
R

cf (x , y)dR = c

∫∫
R

f (x , y)dR

2. Ha g integrálható R-en, akkor f + g is, és∫∫
R

(f + g)dR =

∫∫
R

fdR +

∫∫
R

gdR.

3. Ha R = R1 ∪ R2, ahol R1, R2 nem átfedőek,akkor∫∫
R

fdR =

∫∫
R1

fdR1 +

∫∫
R2

fdR2.

3a. Speciálisan, ha A(R2) = 0, akkor:

∫∫
R

fdR =

∫∫
R1

fdR1.
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Tulajdonságok. II.

4. Ha f (x , y) ≥ 0 ∀(x , y) ∈ R-re, akkor∫∫
R

f (x , y)dR ≥ 0.

5. Ha f (x , y) ≥ g(x , y), ∀(x , y) ∈ R-re , akkor∫∫
R

f (x , y)dR ≥
∫∫
R

g(x , y)dR.

Következmény. (Háromszög egyenlőtlenség)∫∫
R

|f (x , y)|dR ≥

∣∣∣∣∣∣
∫∫
R

f (x , y)dR

∣∣∣∣∣∣ ,
U.i |f (x , y)| ≥ f (x , y) és |f (x , y)| ≥ −f (x , y).
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Tulajdonságok. III.

Tétel. (Integrál középértéktétel)

f : R → IR integrálható. Tegyük fel, hogy

m ≤ f (x , y) ≤ M ∀(x , y) ∈ R.

Ekkor

m · A(R) ≤
∫∫
R

f (x , y)dR ≤ M · A(R).

Továbbá ha f folytonos is, akkor ∃(ξ, η) ∈ R, hogy∫∫
R

f (x , y)dR = f (ξ, η) · A(R).
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Kettős integrál téglalapon

R = [a, b]× [c , d ], f : R → IR integrálható fv. (tetszőleges...)

Tétel. ∀x ∈ [a, b] esetén:

Ψ(x) :=

d∫
c

f (x , y)dy .

Akkor Ψ : [a, b]→ IR integrálható,

és

b∫
a

Ψ(x)dx =

∫∫
R

f (x , y) dR.

Ford́ıtva, ∀y ∈ [c , d ] esetén legyen Φ(y) :=

b∫
a

f (x , y)dx . Ekkor

Φ : [c, d ]→ IR integrálható és

d∫
c

Φ(y)dy =

∫∫
R

f (x , y) dR.
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Téglalapon: ”kettős integrál = kettő integrál”

Tehát ha R = [a, b]× [c , d ] téglalap-tartomány, akkor

∫∫
R

f (x , y) dR =

b∫
a

d∫
c

f (x , y) dy dx =

=

d∫
c

b∫
a

f (x , y) dx dy .

Megjegyzés. Az integrál kiértékelése ”belülről-ḱıvülre” megy,

b∫
a

d∫
c

f (x , y) dy dx =

b∫
a

 d∫
c

f (x , y)dy

 dx .
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Bizonýıtás, vázlat.

R = [a, b]× [c , d ]. és Osszuk [a, b]-t n részre, [c, d ]-t m részre.

∆x =
b − a

n
, ∆y =

d − c

m
.

A közeĺıtő összeg

VN =
n∑

i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆x∆y .

n∑
i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆x∆y =
n∑

i=1

( m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆y

)
∆x −−−−−→m→∞

−−−−−→m→∞
n∑

i=1

( d∫
c

f (ξi , y)dy

)
∆x .
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Példa.

Legyen f (x , y) = x2 + 4y , és R = [−2, 2]× [1, 3]. Ekkor

2∫
−2

3∫
1

(x2 + 4y) dy dx =

2∫
−2

[
x2y + 2y2

]y=3

y=1

dx =

=

2∫
−2

(2x2 + 16)dx = 2

(
16

3
+ 32

)
.

Ford́ıtott sorrendben integrálva: ugyanez az eredmény. HF
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