Tobbes integralok
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Teruletszamitas

f :[a, b] = IRT korlatos fiiggvény.

AY

- S

Mennyi a fuggvény grafikonja és az x tengely kozti terulet?
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Riemann integral, ismétlés

1 1 1 1
081 s = sup{s(F) : FeTF},
056 S = inf{S(F) : FeF}
0.4 4

Ekkor s < S.

0.2 4

o Ha s =S, akkor f RIE-

0 02 04 06608 1 MANN INTEGRALHATO.

A fiiggvény Riemann integrélja
b
/ f(x)dx=s5s=S.
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Riemann integral kétvaltozds fuggvényekre

R C IR? mérhetd, zart halmaz. f: R — R* folytonos fiiggvény.

z=f(x,y)

S={(xy,2): (x,y) €R, 0<z<f(x,y)}

Mekkora az f(x,y) felilet alatti térrész térfogata, V = V/(S)?
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A kett6s integral kozelitése
R egy felosztdsa: R = Ry U...U R,, ahol intR; NintR; = @.
m; :mf{f(x,y) : (Xay) € Ri}v

M; =sup{f(x,y): (x,y) € R;}.

Az R; tartomany teriilete:

A(R;) "Area”

Ekkor s, =Y A(R)-m; < V(S) <> A(R)-M; =S,

i=1 i=1
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Definicié. Egy R C IR? halmaz ATMEROJE
5(/‘_\)) = sup{||P1 — P2” : P]_, P2 € R}
A FELOSZTAS FINOMSAGA 6(F) = _max O(Ri).

f folytonos R-en, ezért egyenletesen is folytonos. —

Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy ha §(F) < 0, akkor M; — m; < e.
Ekkor Sy — sp = Y A(R)) - (Mi = m)<> A(Ri)e =c- A(R).
i=1 i=1

Ezért sup{sp : n € N} =inf{S, : n € IN}.

Az imént definialt térfogatot igy jeloljuk:

V(S) = // F(x,y)dR.
R
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A kett6s integral értelmezése
Definicié. f: R — R korldtos, R C IR? korl4tos. Ennek
felosztasa:
R=RiU...UR;, ahol intR; NintR; = @.

Legyen (&;,m;) € R;. A felosztdshoz tartoz6 RIEMANN-FELE
KOZELITO OSSZEG:

n
Vo = F(&mi) - A(Ry).
i=1
f RIEMANN-INTEGRALHATO, ha létezik:

lim V,, =V.
HHOC
max §(R,

Jelolés: // x,y) dR = // x,y)d(x,y).
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A kett6s integral

Kovetkezmény. Ha f(x, y) folytonos, ET-a R Jordan mérhetd,

(Jegyzetben) akkor f ezen a tartomdnyon integrdlhatd is.

Példa. ¥(x,y) € R esetén legyen f(x,y) =1.

/R/ 1 dR = A(R).

Ekkor
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A kett6s integrdl. Specidlis eset.

R téglalap. R = [a, b] x [c, d]. Az [a, b]-t osszuk n részre, [c, d]-t
m részre. A felosztds elemszdma N = nm.
b—a d—c

, Ay =
n m

d + Ax =

A kozelité osszeg

°T W=D ) f(&,mj)AxAy.

I — i=1 j=1
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A kett0s integral, specidlis eset (folyt.)
R = [a, b] x [c,d]. Tfh f(x,y) = A(x) - B(y) szeparélhatd.
[[ A8 dxn =
R

Egyenletes felosztassal:

V= D) (& m)Ax Ay =Y A(&)B(nj) Ax Ay =

i=1 j=1 i=1 j=1
= A(&)Ax- > B(n)Ay.
i=1 j=1

Tehat ha n, m — oo:

J[ By = | " A)dx- / "B(y)dy.
R
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Példa

Az integralandé fuggvény f(x,y) = e 7.
Az integralasi tartomany R = [0, 1] x [1,2].

Ekkor XY = X . 7. EZért

1 2
// e VdR = / e*dx - / e Vdy =
A 0 1
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Tulajdonsagok. |.

Allitas. Tfh f(x,y) integralhaté R-en. Ekkor

1. Vc € R esetén c f(x,y) integralhatd, és

//cfxydR—c// (x,y)dR

2. Ha g integralhaté R—en, akkor f + g is, és
//(f+g)dR_ //de—i— //ng.
R R R

3. Ha R = R1 U Ry, ahol Ry, R» nem atfedéek,akkor

/ fdR = // de1+/ fdR>.
3a. Specidlisan, ha A(R») = 0, akkor: // fdR = // fdR;.
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Tulajdonsagok. II.
4. Ha f(x,y) > 0 V(x,y) € R-re, akkor

//f(x,y)dRZO.
R
5. Ha f(x,y) > g(x,y), ¥(x,y) € R-re , akkor

// xydR>// g(x,y)d

Kovetkezmény. (Hdromszog egyenlétlenség)

/|f(x,y)|dR2 //f(x,y)dR
R R

Ui [f(x, )l = f(x,y) és [f(x,y)] = —F(x,y).
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Tulajdonsagok. IlI.

Tétel. (Integrdl kézépértéktétel)

f : R — R integralhatd. Tegyiik fel, hogy
m<f(x,y) <M  V(x,y)€R.

Ekkor

m- A(R) < // f(x,y)dR < M - A(R).
R

Tovabb3 ha f folytonos is, akkor 3(£,7) € R, hogy

[[ foenyar= e - AR
R
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Kettos integral téglalapon
R =[a, b] x [c,d], f : R — IR integralhaté fv. (tetszbleges...)

Tétel. Vx € [a, b] esetén:
d

V(x) = /f(x,y)dy.

c

Akkor W : [a, b] — R integrélhatd,
b

és /\U(x)dx = // f(x,y)dR.
a R

Forditva, Vy € [c, d] esetén legyen ®(y) := /f(x,y)dx. Ekkor

a

d
® : [c,d] — R integralhaté és /Cb(y)dy = // f(x,y)dR.
c R

19/22



Téglalapon: "kettds integral = ketté integral”

Tehat ha R = [a, b] x [c, d] téglalap-tartomany, akkor

//f(x,y)dR = // x,y)dy dx =
R
= //f(xy dx dy.

Megjegyzés. Az integral kiértékelése " belulrol-kivilre” megy,

b d d
//fxydydx—/ /fxydy dx.
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Bizonyitas, vazlat.

R = [a, b] x [c,d]. és Osszuk [a, b]-t n részre, [c, d]-t m részre.

A kozelité osszeg

1 = : Vv =YY f(&.n)AxAy.
@ b i=1 j=1
ZZ f(&i mj)AxAy = Z < f(&,’,nj)Ay> Ax m—= 3
i=1 j=1 i=1 N j=1
n d
m—= oo Z </f g,,y)dy>Ax.
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Példa.

Legyen f(x,y) = x>+ 4y, és R = [-2,2] x [1,3]. Ekkor

23 2 =3
//(x2—|—4y)dydx:/[x2y—l—2y2} dx =
21 2 y=1

2

1
= /(2x2 + 16)dx = 2 (; +32) .

-2

Forditott sorrendben integrdlva: ugyanez az eredmény.
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