Differencidlhaté fliggvények tulajdonsagai.
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Lagrange-féle kozépérték tétel
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f: IR — IR. Ismétlés.

Tétel.

f :[a, b] = R. Tfh f folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a, b)-n.

Ekkor létezik olyan ¢ € (a, b), melyre:

f(b) - f(a)

(e =0

Ekvivalens allitdas: A fenti feltételekkel
30 € (0,1) : f(b) —f(a)=f'(a+0(b—a))(b— a).

A kapcsolat: § € (a,b) <= & =a+0(b— a), ahol 6 € (0,1)
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Lagrange-féle kozépértéktétel két dimenzidban.

f(b)y—f(a)=rf"(&)(b—a), F0e(0,1):{=a+6(b—a)

Tétel. S C R2. Tfh f : S — R diff-hatd, (xo, yo) € intS.
Tth (xo + Ax, yo + Ay) = (x,y) € S.
Ekkor 36 € (0,1), melyre:

f(x,y) = f(x0,0) = £, y0)Ax + £,(x0, y0) Ay =

Ax
= grad f(X97y9) : (Ay>7

ahol (xp, yp) = (x0 + 0Ax, yo + 0Ay).
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Lagrange-féle kozépértéktétel n dimenziéban

Tétel. f:S — R n-valtozés differencidlhaté fliggvény. xg € S
Legyen h € R" olyan megvaltozds, melyre (xo + h) € S.

Ekkor létezik 6 € (0,1):

f(xo+ h) — f(x0) = grad f(xo + 0h) - h =" £l (xs)hi,
i=1

ahol xy = xg + 6h.
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Bizonyitas
Vezessiink be egy valds fuggvényt, F : "IR — R":

F(t) := f(xo + th) = f(x1 + th1, ..., x, + thy).

Ekkor F : [0,1] — R diff-hatd, és F(0) = f(xp), F(1) = f(xo + h).

Alkalmazzuk az egyvaltozds Lagrange-féle kozépérték tételt:
30 € (0,1), F(1)— F(0)=F'(0)-1.
F(t) = f(xo + th) = f(x1 + th,..., xn + thy) derivdltja:
F'(t) = (xo + th) hi + ...+ £ (xo + th) hp,

— F/(H) = f):l(Xg) h1 4+ ...+ f;ﬁn(Xg) hn, Xp = Xo + Oh. \/
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Kovetkezmény.

Tfh S € R" konvex (vagyis ...), f : S — IR differencidlhaté.
Tth grad f(x) =0 Vx € S-re.

Ekkor a fliggvény konstans.
Biz. x,x € S tetszéleges. 36 € (0,1)
f(x) — f(x') = grad f(x +0(x — x)) - (x — x).

A konvexitas miatt x + 0(x — x') € S. Igy

grad f(x +0(x —x')) =0€ R", = f(x) = f(X).

Megjegyzés. A fenti allitds Osszefliggd S taromanyra is igaz

( )
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Taylor formula magasabb dimenzidban
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Egy feladat
f:S — R kétvéltozés fliggvény, (xo, o) € intS.
Tfh f "elegendden sokszor" differencidlhaté (xo, yo)-ban.
Adjunk becslést az (xo, yo)-beli derivaltakkal:

f(x,y) — f(x0, y0) =7

1. valasz. Erint8 sik = elséfoki Taylor-polinom:
f(x,y) = f(x0, ¥0) + fu(x0, ¥0) (X — x0) + £, (0, ¥0)(¥ — y0)-
Magasabb foki Taylor polinom? Segit az egyvaltozds eset:
F(t) = f(x0o + tAx,y0 + tAy), Ax=x-—xp, Ay =y — yp.

Ekkor F : [0,1] = R, F(0) = f(x0,y0), F(1) = f(x,y).
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Masodfokd Taylor polinom?

F(t) = f(xo + tAx, yo + tAy), és F(0) = f(xo, y0), F(1) = f(x,y)
A masodfokl Taylor formula alapjan ezt kapjuk:

F(1) — F(0) ~ F'(0)(1 —0) + %F”(O)(l -0? =

1
= f(x,y) —f(x0,y0) = F'(0) + EF"(O)-
/ / / Ax
F(8) = ey ) + st 3y = grad £, 0) (1)
F"(t) = £l(xe, ve) (Ax)? + 2f (xt, ye) AxAy + f;)//(xtayt)(Ay)2

= (Ax . ) f;;() . Ax vadratikus ala
= (Ax, Ay) (ﬂg’,() f;;()) (Ay) (kvadratik lak).
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Masodfokl Taylor polinom, végeredmény

Osszegezve:

f(x,y) — f(xo0,y0) = F'(0) + %F”(O).

F(t) derivaltjait behelyettesitve:

Ax\ 1 Ax
() FO ) +srad 1, o) (o )+3(8% ) ()

2 Ay

ahol Hyp = H(xo, y0) a Hesse-métrix.

Megjegyzés. Az n-ed rendii Taylor formula a Jegyzetben

megnézhets.
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Taylor polinomok meghatdrozdsa. Példa

f(x,y) =sin(2x) + cos(y).

irjuk fel f(x, y) els és mésod-
fokd Taylor polinomjat a
(0,0) Koriil.

Els6rend6 parcidlis derivaltak:
fo(x,y) = 2cos(2x), fy(x,y) = —sin(y).
= f(0,0) =1, £,(0,0) = 2, f,(0,0) = 0.
Az els6 fokd Taylor polinom (érintésik):

T1(x,y) = £(0,0) 4 £;(0,0)(x — 0) + £,(0,0)(y — 0) = 1 + 2x
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f(x,y) = sin(2x) + cos(y). A masodrendé parciélis derivéltak:

foc(x,y) = —4sin(2x), fj,(x,y) = —cos(y), fy(x.y)=0.
—  £4(0,0)=0, £7(0,0)=-1, £(0,0)=0.
A masodfokd Taylor polinom: Tx(x,y) =

0)

500 (o4 £5(0.0)(x-0)(y-0)+ 2D oy

= Tax,y) =

0 1
1—1—2x4—§x2+0-xy—§y2 =

2
Yy
=14+2x——.
+ 2x 5
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Elsé fokd Taylor polinom n dimenziéban, hibabecsléssel

f S — R n-valtozds, kétszer differencidlhaté fiiggvény, xp € S.

Allitas. Ekkor Vx = Xo + h € S esetén
f(x) = f(xo0) + grad f(xo) - h+ Ly,
ahol h™ = (hy,..., hy), grad f(xo) = (£, (x0),-- -, f, (x0))-

Tovabba a Lagrange-féle maradéktag igy irhaté:

Ly = %hT </01(1—t) H(xo + th) dt> h.
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Masodfokd Taylor polinom n dimenziéban

f S — R n-valtozés, kétszer differencidlhaté fliggvény, xo € S.
Legyen h € IR" olyan megviltozas, melyre (xp + h) € S.
Ekkor a masodfokd Taylor polinom kozelités:

f(xo + h) = f(x0) + grad f(xo) - h+ %hT - Ho - h,

ahol Hy = H(xp) az xo pontbeli médsodik derivilt,

az xp ponthoz tartozé n x n dimenzidés Hesse matrix.
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Fuggvényrendszerek
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Vektormezo

"Egyszerre tobb fliggvényt tekintiink”

Definicié. Adott R C IR? tartomany, és két valds fiiggvény,

&, V:R— R. A FUGGVENYRENDSZER:
§ = o(xy)
n o= V(xy)
Az F : R — R? leképezést, melyre
F:(xy) = (&n) = F(xy)
VEKTORMEZO-nek nevezziik.

F : R — IR? KOORDINATAFUGGVENYEL: &, V¥ : R — R
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1. Példa

Egy homogén linedris leképezés:

& = ax+ by
n = cox+dy,

ahol a, b, c,d € R adottak. Ez IR?-beli linedris transzformacid.

Tomoren:
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2. Példa

Polarkoordinatak és Descartes koordinatak kozotti kapcsolat:

r X x = rcos(f)
— s .
6 y y = rsin(6)
Legyen R = R{ x [0,27).

A vektormezé F : R — IR?,

F(r,0) = (x,).



Derivalhatdsag

= ®(x,y)

Flggvényrsz:
= V(xy)

Definicié. F : R — IR? DIFFERENCIALHATO, ha
koordinatafliggvényei ®, W : R — R differencidlhatok.

A derivdlt JACOBI MATRIX:
' (x, ' (x,
T(x.y) = ,X( y) /y( y)
Vi(x,y) Wi(xy)
A J(x,y) métrix determindnsa a JACOBI DETERMINANS:
D(Xay) = (D;(Xa}’)ng(xa)/) - W;(Xa)/)q);(x»)’)

d(&,n
d(x,y

grad ®(x, y)
grad V(x,y)

~—

A Jacobi determinans formilis jeldlése: D(x,y) =

~—

Vektormezé: F : (x,y) > (&,7)
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Invertdlhatdsag

Az F = <$> : R — IR? vektormezé képtere:
B={(&n): £=0(x,y),n=V(x,y): (x,y) € R}.

Tegyiik fel, hogy az F : R — B leképezés injektiv.

Az inverz rendszer ilyen alaki lesz:

F':B—R,
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Az inverz leképezés differencidlhatésaga

Tegylik fel, hogy az inverz rendszer fiiggvényei differencidlhatok.

X =
y = h(&mn)
Az inverz rendszer Jacobi matrixa:

g:(&m) gy(&:n)
K(&m) =
he(§m)  h (& n)
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Fuggvényrendszer inverze

Tétel. Tfh F: R — IR? differencidlhatd, és az (xo, yo) € intR
pontban Jacobi matrixa nem szingularis.

Ekkor F az (xp, yo) egy kornyezetében invertalhatd.

Sét, az inverz rendszer is derivdlhatd, és Jacobi matrixa:

K&n) =(Txy) " (xy)«—(&n)

Specialisan, a Jacobi determindnsokra:

d&mn) _ 1
d(x,y) d(xy)
d(&,m)
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Analdgia

Valés inverz-fiiggvény derivaltja: (f~1)'(y) = Fi(x)’ y < X.
X

O]
A kétvaltozos fuggvényrendszer < v ) R — S, és ennek

derivélt-métrixa: J(x,y) = < () ®y() ) :

V() vy ()

Az inverzfuggvény i : S — R, és ennek derivalt-matrixa:

g:() &)

K(&n) = =(Tey) "t (xy) ().

() ()
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1. Példa

A homogén linedris leképezés

= ax+ by ’ (f) :A<X> ahol A= [ 2 b ‘
= cox+dy n y c d
A Jacobi matrix konstans:

J(x,y) = <i :) — A V(x,y)eR2

Ezért a Jacobi determinans:
D = det(A) = ad — bc.
2 - p p . ‘o X 1€
A leképezés invertdlhatd, ha A nem szinguldris: ( > =A ( >
y

n
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