Szélsoérték szamitds 2. rész

2021. marcius 17.
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Széls6érték

absolute
4 Maximum

local

absolute .
minimum

minimum
Tétel. (Sziikséges feltétel a szélsGérték létezésére)
Tth az f figgvénynek (xo, yp)-ban lokalis szélséértéke van,
és f differencidlhaté. Ekkor

grad f(X()v.yO) - (070)7 azaz f;(XOaYO) = f_)ﬁ(x()?yO) =0.
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Nyereg pont

Definicié. Azt az (xp, yo) staciondrius pontot, ahol nincs

széls6érték, NYEREGPONT-nak nevezzuk.

Példa. f(x,y) = x*>—y?, (x0,¥0) = (0,0).
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Ismétlés, f : IR — IR. Lokalis szélsoérték, elégséges feltétel

Tétel. f kétszer differencidlhatd.

Tegyiik fel, hogy f'(xo) = 0 (staciondrius pont), akkor:
1. ha f"(xp) > 0, akkor xg lokalis minimum,
2. ha f"(xg) < 0, akkor xo lokdlis maximum,
3. ha f"(xg) = 0, akkor nem eldéntehetd, vajon van-e

szélsGérték.

Kérdés. Hasonlé feltétel van-e kétvaltozds fliggvényre?
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f kétvaltozos. Elégséges feltétel lokalis szélsoértékre.

Tétel. Tfh. f kétszer differencidlhaté D-ben. (xo, yo) € intD.
Tth grad f(xo, y0) = (0,0). Hesse métrixa az adott pontban Hy:

f;g((XOvyO) f}Z((X0>y0)
Ho = H(xo,y0) =
ﬂ:}l/(XO,YO) f;}//(X(LyO)
1. Ekkor ha det Hy > 0, akkor (xp, yo)-ban VAN lokalis széls6érték.

2. Ekkor ha det Hy < 0, akkor (xo, yo)-ban NINCS lokdlis

szélsoérték.

(Megjegyzés. Uj tipusii info: NINCS)
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Tétel. (folytatds.)

) Hesse matrix determinansa:

Do := det(Ho) = £ (x0, yo) 1,y (x0, ¥0) — (i) (X0, y0)-

1. Ha Dg > 0, akkor a pontban lokalis széls6érték VAN.

e Ha emellett £//(xo, yo) > 0, akkor lokalis MINIMUM,
e ha (X0, o) < 0, akkor lokalis MAXIMUM.

[ ]
2. Ha Dy < 0, akkor nincs széls6érték.

3. Ha Dy = 0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
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Kiegészités. Dy > 0 esetben lokalis széls6érték VAN.
Ennek tipusat eldonthetjik igy is:

e Ha £, (x0,¥0) > 0, akkor lokalis MINIMUM,

e ha ) (x0,y0) < 0, akkor lokalis MAXIMUM.

Tehdt pozitiv determindns esetén
fc(x0: ¥0)  fyu(x0, Y0)
H(xo0, y0) =
fo(x0,¥0) £, (x0, ¥0)

"bal felsé" vagy "jobb alsé” barmelyike dont: minimum vagy

maximum.
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1. Példa

fx,y)=x>+xy+y>+x+y. f:R> > R.

A stacionarius pontok:

fi(x,y) = 2x+y+1=0, 1 1
filx.y) = x+2y+1=0,

A masodik derivaltak konstansok:

f)g((x,y)ZQ, f;},/(x,y)ZZ, ﬂ;(x,)/):l-

A Hesse matrix

2 1
H = — detH=3>0,
1 2

ezért a staciondrius pont lokdlis minimum.
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2. Példa
f(x,y) =x>—3xy +y> f: IR? — IR. Stacionérius pontok?
= (x0,¥0) = (0,0).

A Hesse matrix:

f):;(xay) f;;(X,y) 2 _3
H == =
fo () £ (x,y) -3 2
det H=-5<0.

A fliggvénynek NINCS lokdlis széls6értéke (xo, yo)-ban.
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2. Példa (folyt.)

f(x,y) = x* = 3xy + y?

— A fliggvénynek nincs lokdlis szélsGértéke.
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Kitekintés IR"-re

Folytatds
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SzélsGérték létezésének sziikséges feltétele

Tétel. f:S— TR, S CR", a fliggvény differencidlhatd.

Tth xo € intS-ban lokdlis széls6értéke van. Ekkor
grad f(x0) =0 (€ R").

(Elnevezés: xp STACIONARIUS pont.)

Mas széval, részletesen:

of

a(xo)zo, j:1,2,...n.
J
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Emlékezteto

Definicié. Az A € R™" szimmetrikus matrix

e POZITIV DEFINIT, ha Vx € IR", x # 0 esetén x Ax > 0.
Jelolés A > 0,

e NEGATIV DEFINIT, ha Vx € R", x # 0 esetén xT Ax < 0 .
Jelolés A < 0.

e INDEFINIT, ha 3x €¢ R™: xTAx > 0és Jy € R": yT Ay < 0.

e POZITIV SZEMIDEFINIT (A > 0), ill. NEGAT{V SZEMIDEFINIT
(A <0), ha Vx-re x"TAx > 0ill. x"Ax <0
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SzéIs6érték létezésének elégséges feltétele

Tétel. SC R, f: S — R kétszer differencidlhaté fiiggvény.

xp € int(S) belsé pont. Tth grad f(xg) = 0.

A Hesse matrix H, melyre H;; =

1.

2.

ﬂ( )
Oxi0x; x0)-

Ha H > 0, akkor xg lokdlis minimum.
Ha H < 0, akkor xg lokalis maximum.

Ha H indefinit, akkor nincs szélsoérték.

Ha H szemidefinit, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
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Uj ra IR%-ben
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Definit matrixok

Specidlis esetként: n = 2-re mit jelent a definitség?

Példaként tekintsuk az aldabbi matrixokat:
1 -1 1
A= 0 , B= 0 , C= 0
0 1 0 -1 0 -1

e A > 0 (pozitiv definit),
e B < 0 (negativ definit)
e C indefinit.
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Emlékeztetd Linedris Algebrabdl.

Adott A € IR2*? szimmetrikus matrix:

A:(Zﬁ>.

1. Ekkor A > 0 ekvivalens azzal, hogy A1, A\» > 0.

Tovdbbd A >0 <= ac—b>>0,ésa>0 (c>0).

2. Ekkor A < 0 ekvivalens azzal, hogy A1, A> < 0.

Tovdbbd A< 0 <= ac—b>>0,ésa<0(c<O0).

3. Ekkor A indefinit ekvivalens azzal, hogy
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Definit matrixok IR**?-ben.

Allités. Legyen Hy az f fliggvény Hesse matrixa (xo, yp)-ban:
foc(x0, ¥0)  fx(x0, ¥0)
Ho = . Ekkor
fo(x0,%0) £y (x0, ¥0)

Ho >0 <= det(Hp) > 0 és £ (x0,y0) >0
Ho <0 <= det(Hp) > 0és £ (x0,y0) <O
Ho indefinit <= det(Hp) < 0

B W

Hyo <0vagy H >0 <«— det(Ho) =0
Megjegyzés. Az 1. és 2. pontban £, (xo, yo) is irhaté.
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Elégséges feltétel a széls6érték |étezésére (Ujra)

Tétel. f:S — R, S C IR? f kétszer differencislhaté. Tfh
grad f(xo, y0) = (0,0). Hesse matrixa Hy := H(xo, yo). Ekkor
e ha Hp pozitiv definit, akkor (xg, yo) lokalis minimum,
e ha Hy negativ definit, akkor lokalis maximum,
e ha Hy indefinit, akkor nincs szélsGértéke,

e ha Hy szemidefinit, akkor lehet van, és lehet hogy nincs

lokalis szélsGértéke.

A Tételt nem bizonyitjuk.
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Emlékeztetd Linedris Algebrabdl. Figyelem!

Adott A € IR"*" szimmetrikus matrix:
A= (ay);jo1,.n- ajj = dji-
1. Ekkor A > 0 ekvivalens azzal, hogy A1, Az,... A, > 0.
Tovdbbd A > 0 NEM ekvivalens azzal, hogy det(A) > 0!
2. Ekkor A < 0 ekvivalens azzal, hogy A1, A2,... A, < 0.
3. Ekkor A > 0 ekvivalens azzal, hogy A1, Ao,... Ay, > 0.

4. Vajon: A indefinit ...?
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FELTETELES szélséérték
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Minta feladat

Adott IR?-ben egy g(x,y) = 0 gorbe. Melyik pontja van az

origbhoz a legkozelebb?
min(x*> +y%) =? ha g(x,y)=0.
"Megoldds”: g(x,y) = 0 alakbdl az egyik valtozé: y = F(x), és
min [x* + F3(x)] =?  x € D¢

Hatranya:
> nem biztos, hogy explicit megoldast létezik, ill. ismerjik azt.

P> onkényesen részesitjiik elonyben az egyik valtozét.
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Feltételes szélsoérték

Megoldas: kozvetlen optimalizalds.

Legyen f(x,y) = x>+ y?, és

R={(x,y): g(x,y) =0} C R?.

Az f]R megszoritasat tekintjiik, és itt keressiik a széls6értékét.

Nehézség: int(R) = ()

—>  az eddigi tételeket nem alkalmazhatjuk.
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Feltételes optimalizalas feladata

Adottak f, g : S — IR fuiggvények. f minimumat keressiik az
R={(x,y) : g(x,y) =0} halmazon.

min  f(x,y) =7
min_g, Fx)
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Kicsit masképp:

Steep slope
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Szemléletesen, mit varunk?

min
{g(x,y)=k}

f(x,y)

=
HoH R oKX
- e ==

[l
—_
o -

Il
~ oo o

29/32



Melyik szintvonal metszi
"utoljdra” a g(x,y) = k
fry)=11 gorbét?  Ott az érintdk
flxy)=10
fxy)=9 megegyeznek, azaz
fe)=s F(xy) _ ax(xy)
fey)=1 S == .
. By gy
f(x,y) _ gx(xy) fixy) _ hxy)
; == = ; == =\
(<) & (xy) gi(x.y) g (xy)

Szemléletesen, ha (x, y) feltételes szélséérték, akkor IA:

f;(Xv.y)_)‘g;((va):Ov f;(xvy)_)‘g)//(xvy)zo
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Feltételes szélsoérték, sziikséges feltétel

min f(x,y)="?
{(xy): é(x,y)=0} by)

Tétel.
e Tfh a differencidlhaté f fliggvénynek az (xo, yo) pontban

feltételes szélséértéke van a ¢(x,y) = 0 feltétel mellett.

e Tfh grad ¢(xo, yo) # (0,0).

Ekkor 9\p € IR, melyre

fe(x0, ¥0) — Mo (%0, ¥0) = 0, f;(x0,¥0) — Ao¢by, (X0, %0) = 0.
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Lagrange-féle multiplikdtor szabdly

fe(x0, ¥0) — Ao (%0, ¥0) = 0, (0, ¥0) — oo, (x0,¥0) = O.
Definidljuk az F : Df x R — IR haromvaltozés fliggvényt:
Fx,y;A) = F(x,y) = Ap(x, y)-
Feltételes optimalizalasi feladat:

min  f(x,y)? va, max f(x,y)?
gy Fl0) BY gy o)

—  helyette F fuggvény feltétel nélkiili szélséérték-feladata:

grad F(x,y,\) =(0,0,0).
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