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Szélsőérték

f : S → IR kétváltozós függvény, S ⊂ IR2.

Defińıció. (x0, y0) lokális maximum (ill. minimum), ha ∃U
környezete a pontnak, hogy

f (x , y) ≤ f (x0, y0) (ill . f (x , y) ≥ f (x0, y0)), ∀(x , y) ∈ U.

(x0, y0) globális maximum (ill. minimum), ha

f (x , y) ≤ f (x0, y0) (ill . f (x , y) ≥ f (x0, y0)), ∀(x , y) ∈ Df .
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Szélsőérték, ábra
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Szélsőérték létezése

Weierstrass tétel =⇒ ha f folytonos, S korlátos és zárt, akkor

VAN globális minimum és maximum.

Példa.

f (x , y) = x2 + y2, S = {(x , y) : x2 + y2 ≤ 1}.

Globális maximumhelyek: a {(x , y) : x2 + y2 = 1} pontjai,

Egyetlen globális minimumhely: (0, 0).
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Szükséges feltétel a szélsőérték létezésére

Tétel. Tfh az f függvénynek (x0, y0)-ban lokális szélsőértéke van,

és f differenciálható. Ekkor

grad f (x0, y0) = (0, 0),

azaz f ′x(x0, y0) = 0, f ′y (x0, y0) = 0.

Defińıció. grad f (x0, y0) = (0, 0) esetén (x0, y0)

stacionárius (vagy kritikus) pont.
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grad f (x0, y0) = (0, 0). Szükséges feltétel, bizonýıtás

Jelölje f1(x) := f (x , y0) az egyik metszetfüggvényt. y0 fix.

Tfh (x0, y0)-ban lokális maximum van. Ekkor ∃U ⊂ IR2:

f (x , y0) ≤ f (x0, y0) ∀(x , y0) ∈ U ∩ Df .

U0 := {x ∈ IR : (x , y0) ∈ U ∩Df }, =⇒ f1(x) ≤ f1(x0) ∀x ∈ U0.

Ekkor x0 lokális maximuma f1-nek,

=⇒ 0 = f ′1(x0) = f ′x(x0, y0).

Lokális minimum esetén hasonló.
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Példa. f (x , y) = xy , (x , y) ∈ IR2.

A parciális deriváltjak f ′x(x , y) = y és f ′y (x , y) = x .

f ′x(0, 0) = 0, f ′y (0, 0) = 0, =⇒ grad f (0, 0) = (0, 0).

Az origó stacionárius pont, mégis nem szélsőérték.

f (0, 0) = 0

az 1.és 3. śıknegyedben

f (x , y) > 0

a 2. és 4. śıknegyedben

f (x , y) < 0
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Nyereg pont

Defińıció. Azt az (x0, y0) stacionárius pontot, ahol nincs

szélsőérték, nyeregpont-nak nevezzük.

Példa. f (x , y) = x2 − y2, (x0, y0) = (0, 0).
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