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Osszetett fliggvény

Cél: Lancszabdly két dimenziéban
Ismétlés. Lancszabaly valds fliggvények esetén:

f a kiilsd fliggvény, g a belsd fliggvény. Tfh mindkettd

differencialhaté.

Ekkor
(fog) (x) = (f(g(x)) = f'(g(x)) &' (x)-



Lancszabdly 2-dim-ban. 1. eset. (fog) (x) = ' (g(x)) &'(x).

A kiilsé fiiggvény f(u), egyvaltozds.
A belsé fiiggvény u = ¢(x,y), kétvaltozds.
= Az Osszetett fiiggvény F(x,y) := f(¢(x,y)), kétvaltozds.
Tétel. Legyen S € R?, D C RR.
e Tth ¢ : S — R differencidlhaté az (x,y) € intS pontban.
e Tfh f: D — IR differencidlhaté u = ¢(x, y)-ban.
Akkor F =fop

Fo(x,y) = f'(0(x,¥)) i (x, ¥),

Fo(x,y) = f'(¢(x,5)) ¢, (x, y)-
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F(x,y) := f(o(x,y)) derivaltja. Bizonyitas.

Fx+Ax, y+Ay)=F(x,y) = f(p(x+Ax, y+Ay))=f(p(x, ¥)) = (*)
f differencidlhatd, ezért f(u+ Au) — f(u) = f'(u) Au+ e(Auw)
() = fle(xy)-Bolxy) +e=
= f(e(x,y))- («P’X(& Y)Ax + ¢ (x,y)Ay + 61) +e.
Tehat azt kaptuk, hogy

F(x+ Ax,y + Ay) — F(x,y) =
= (f'(p(x, )@ (x,¥)) Ax + (F'(0(x, )@y (x, ¥)) Ay + 2.

F differencidlhaté. A jobboldal f6 tagja: F(x,y)Ax+ F)(x,y)Ay.

5/19



Példa

Legyen F(x,y) = f2(x,y), ahol f(x,y) differencidlhaté fv.

Kiils6 fiiggvény z = u?, belsé fiiggvény u = f(x, y).
Ekkor (uz)/ = 2u, ezért
F>I<(X7y) - 2f(X7y) f;(X,y)7

F,(x,y) =2f(x,y) f,(x,y).

6
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Lancszabdly, 2.eset. (fog) (x) = f'(g(x)) &' (x).
Kiilsé fiiggvény f(x,y) kétvaltozds.
Két belsé fiiggvény x = p(t), y = 1(t), egyvéltozdsak.
= Az Osszetett fuggvény: F(t) := f(¢(t),(t)), egyvaltozds
Tétel. ¢,90: D — R, ahol DCR. f:S— R, Sc R

o Tfh ¢, differencidlhatdak a t € intD-ban.
e Tfh f differencidlhatd (x, y) = (¢(t),¥(t))-ben.

(Tfh R, x Ry C S)
Ekkor az Gsszetett fuggvény F : D — IR differencidlhaté t-ben:
F'(t) = £ (o(), v ()¢ (t) + £ (0(t), ()2 (1).

A fenti formula argumentumok nélkiil: (f o (p,4))" = fl¢' + fo
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Példa
Ism. f figgvény « irdny menti derivéltja (xo, yo)-ban

f t tsi —f
Duf (x0, ¥0) m (x0 + tcosa, yp + tsina) (%0, ¥0)

= li
t—0 t

Legyenek
o(t) :=xp+ tcosa, P(t) =y + tsina,
F(t) = f(x + tcosa,y + tsina) = f(p(t),¥(t)).

- Daf(Xo,yo) = FI(O).

A lancszabaly szerint

F'(t) = £(o(t), (1)) cos o + £ (p(t), (1)) sin av.

igy F'(0) = fi(x0, o) cos & + f/(x0, yo) sin cv.

9
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Osszetett fiiggvény, 3.eset
Kiilsé fiiggvény f(u,v) kétvaltozds, ahol a helyettesitések:
u=p(xy), v=1(xy)
Belsé fiiggvények 1,0 : R — R, R C IR? kétvaltozésak. Th.
R, x Ry C Df =: S.
Az osszetett fliggvény F(x,y) = f(p(x,y), ¥(x,y)),
F:R=R, (xy) = f(elxy),¢(xy)
Példa. F(x,y) = e€Y¥sin(x + y), mint Osszetett fliggvény:

=0 y) =Xy, v=1(y) =x+y, F(u.v)=esin(v)



Lancszabdly 3. eset. (fog) (x) = f'(g(x)) &' (x).

Az Gsszetett fuggvény F(x,y) = f(p(.),¥(.)) kétvéltozds.

Tétel.

e Tfh ¢, differencidlhatdk (x, y)-ban

e Tfh f differencidlhatd (u, v) = (¢(x,y), ¥ (x, y))-ban.
Ekkor F = f(¢p, 1) is differencidlhaté (x, y)-ban:

F)/<(X7y) = ful (‘10()7¢()) (P;(va) + f\; (90(')’ 77/}()) w;(X7Y)7
Fo(xy) = £ (0(): () ¢y (x, ¥) + £y (0(-), () ¥y (%, y)-

OF _0f 0w, 0f 0y
Ox  Oudx Ovox
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Implicit fliggvény
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Implicit fuggvény explicit alakja

Példa feladat: Adott a sikban az F(x,y) = 0 gorbe.

A gorbe egy pontja, (a, b).

y

A pont kornyezetében keressiik
azt az y = f(x) fliggvényt,

melyre

F(x,f(x)) =0és f(a) = b.

X
A gorbét megadd F(x,y) = 0 implicit fiiggvény

EXPLICIT ALAKJA y = f(x) .
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Implicit fuggvény tétel

Vajon mikor létezik F(x, f(x)) =07

Tétel. Tth F(xo,y0) = 0 és F diff-haté (xo, o) egy kornyezetében.

Tfh F)(x0,y0) # 0 (azaz az érintésik "ferde"). Ekkor

e Il =hxh=(xo—ax+a)X(yo— B,y +3), intervallum,

e Vx € l1-re az F(x,y) = 0 egyenletnek Jly = f(x) mo-a

e ésycbh.
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Tétel. (Implicit fiiggvény tétel, folytatds)
Tehat létezik egy f : b — b fliggvény, melyre:
e f(x0) = yo.
o f(x)€ b, Vxeh.
e F(x,f(x))=0,Vxel.
o F(x,f(x)) #0, Vx € h.

Tovabba f differencidlhatd i-ben, és derivaltja:

Fi(x, f(x))

0= F )
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Megjegyzések

1. Az implicit fliggvény tétel a gorbe lokalis tulajdonsagat mondja.

2. Csak egzisztenciat allit: /étezik a megfeleld fliggvény. Nincs

konstrukcid.
Biz. Nincs. Ha mar tudjuk, hogy f diff-hatd, akkor derivaltja:
Mivel F(x, f(x)) =0 MINDEN x-re. Ezért derivélva:

= Fl(x,f(x)) -1+ F}/,(X, f(x))f'(x) =0,

Fi(x, f(x))

és innen f'(x) = — Frx Fx))
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Példa
Fx,y)=x®2+y?-1=0 = y=4V1-x2

Konkrét (xp, yo) mellett hdrom eset lehetséges.

A. Ha xg € (—1,1) és yp > 0, akkor f(x) = v/1 — x2.

A- Ha xg € (—1,1) és yo < 0, akkor f(x) = — /1 — x2.

B. Ha xg = &1, akkor yg = 0. Ekkor F}/,(Xo,O) =0, és valdban,

a megoldas nem folytathatd.
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Descartes-féle gorbe
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Definici6. DESCARTES-FELE CORBE:

F(x,y) =x3+y%—3axy =0
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a > 0 egy valds paraméter.

19



F(x,y) = x>+ y®—3axy = 0.

Fe(x,y) = 3x* = 3ay,
a2
F}i(x,y) = 3y“ — 3ax.

\ "4 FL(0,0) = F(0,0) =0,

— (0, 0) koriil 7 explicit mo.

Az explicit fliggvény derivaltja:

3x*—3ay  ay—x* _ af(x)—x°

f'(x) =

3y2 —3ax  y2—ax  f2(x) — ax

vV mas pont alkalmas kiinduldsi pont.
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