Flggvények. 2. rész
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Valés fuggvények

A fiiggvény f : X — Y egyértelmii hozzarendelés.

Feltessziik, hogy X C R és Y C R.
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Periodicitas

Definicié. Az f fliggvény PERIODIKUS p periddussal,ha
Vx, x + p € Dr esetén

F(x + p) = f(x).

Megjegyzés. Ha egy fuggvény periodikus p periddussal, akkor p

tetszOleges egész szamu tobbszorose is periddusa lesz.

Példa. f(x) = sin(x) periodusa?
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Polinomok
Definicié. Egy valds egyiitthatés POLINOM 4&ltalanos alakja:
p(x) =anx"+ ...+ ax® + aix + a0, ax € R.

Ezekre a polinomokra Df = IR. A polinom FOKA n
» n =1 esetén pi(x) = ax + b LINEARIS fiiggvény,

> n =2 esetén py(x) = ax? + bx + ¢ KVADRATIKUS fiiggvény.
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Definicié. RACIONALIS TORTFUGGVENY két polinom hdnyadosa:

f(X)— ao—|—31X—|-...—|—a,,X"

_ N.
bo + bix + ...+ bxm’ "ME

Ha a nevezd zérushelyei: H, akkor Df = R \ H.

ALGEBRAI FUGGVENYEK a racionalis tortfliggvények inverzei.

Példa. f(x) = x", x > 0

Ennek inverze:

1 2 N b 1 2
n

f1(x) = ¥/x = x

Df-1 = {x:x>0}.
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Trigonometrikus fuggvények

Elso definicid ez volt:

A
//
B/
tan
r=1
sing
0
\ M [0 cosg
: . ,
A kiterjesztés:
¥ ¥
Iz ks = 1
2 e 2 — T 3
- 0 = ™ 2w 3T 3w ¥ S L 0 E\ im 2w im x
-1 2 2 h - -1 2 2
(a) flx)=sinx (b} gix}=cos x

A szogeket radidanban mérjiik, nem fokban.
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Tangens
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Exponencialis fliggvény

f(x) = a*, a> 0. Két kiilonbozé eset: a > 1 vagy a < 1.

Y [ \ ¥
."IIIII | \
/"/ I\\'\
1L Y
e -F-.-" 1 Rh. e
0] 1 X 0l | x
(a)y=2" (b) y=1(0.5)*
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Logaritmus fliggvény

f(x) =log,(x), a> 1. Az y = a* exponenciilis fv inverze.

y=logy x

y= 10g3 X P - o
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A folytonossdg értelmezése

Heurisztikusan egy fiiggvény xp pontban folytonos:

— ha xp-ban picit valtoztatunk

— akkor a fliggvényérték is picit vdltozik, (nincs ugrds a grafban)

Definicié. f: X — Y valés flggvény és xg € Ds.

f AZ xp-BAN FOLYTONOS, ha Ve > 0 hoz 39 > 0, melyre

Vx € Ds, Ix — x| <0 = |f(x)—f(x0)| <e.
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A folytonossdg. Szemléletesen

f(x0) = yo-
f (xo) +€ —— /
f (xo) S, - 4
f -
(x0) - X0 ~——
X0-0O ! X0+O

€ > 0 tetszbleges.
> yo koriil vesziink egy (yo — €, yo + €) vizszintes sévot.
» Ekkor 30, legyen az xo koriili fliggbleges sav (xg — 0, xo + ).
— f grafja a sdvok metszetébe esik.
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A folytonossag, atfogalmazas.

Definicié. Az f fliggvény FOLYTONOS AZ xp € Df PONTBAN,

ha f(xo) YU kornyezetéhez 3V kornyezete xg-nak, melyre

VxeV, xeDf = f(x)eU

f(xo)+e
f(xo) /

f (xo)-€ ‘ /

‘ X0-9l X0+6
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1. Példa. f(x) = 5x + 3 egy linearis fliggvényés xo € R.
Ekkor

(%) = F(x0)| = |(5x + 3) — (5%0 + 3)| = [5(x — x0)|-
Adott € > 0.
Kérdés: |f(x) — f(xo)| < & mikor teljesiil?

Vilasz: § = — vélasztassal,

1~

x—xl<d=7 = |f(x)=f(a) <5 % ==
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2. Példa. Allités. f(x) = sin(x) folytonos Vxp € IR pontban.

Egyrészt |sinx| < |x| Vx € R..

Masrészt egy trigonometrikus azonossag:

sinx —siny = 2sin <x—2y) cos <x+2y) .

Legyen xq tetszbleges.Ekkor

sin <X_2X0>cos <XZXO>‘§
. (X —Xo X — X
<2

I/gy Ve > 0 esetén jé vélasztds § = ¢ . Hiszen

|sin x — sinxg| = 2

2

< |x — xo|.

|x — xo| < 0 — |sinx —sinxp| < ¢ V-

3. Példa. A korabban latott elemi fiiggvények folytonosak D
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Szakadas

Definicié. Ha f nem folytonos az xg € D pontban, akkor ott

SZAKADASA van.

Vi

o =+

n =+
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Példa.
1 ha x>0

f(x) = sign(x) = —1 ha x<0
0 ha x=0
A
sign(xg) +e
f-nek a 0-ban
si gn (Xo) Py »
szakadasa van, ui... sign 0

1
f(0) =0. Legyen ¢ = 5 Ekkor A(—4,9) intervallum, ahol

1 1
—0<x<§ = —§<f(x)<+§.
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Sorozatfolytonossag

Definicié. Az f fiiggvény SOROZATFOLYTONOS xp € Df pontban,

ha V(x,) C Dr sorozatra, melyre
lim x, = xo,
n—oo

teljesiil az a tulajdonsdg, hogy

lim f(xp) = f(x0)-

n—oo
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Folytonossag és sorozatfolytonossag

Tétel. f folytonos xp-ban <= sorozatfolytonos.
Bizonyitdas. = Tegyiik fel, hogy f az xp-ban folytonos.
Xn — X tetszOleges sorozat. Belatjuk, hogy f(x,) — f(xo).

€ > 0 tetszbleges. 30 > 0, melyre
Ix —xo| <0 = |f(x)—f(x0)| <e.
A sorozat konvergencidja miatt ehhez a §-hoz 3N kiiszobindex:
|xn — x0| <, Vn > N.

igy ezekre az indexekre |f(x,) — f(x0)| < € teljesiil.
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Ve > 036 >0, melyre [x —xo| <6 = |[f(x)—Ff(x)| <e.
Bizonyitas. < Tfh. f az xg-ban sorozatfolytonos.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy f mégsem folytonos xp-ban:
— Je > 0, melyre "V§ rossz”, azaz

Vo > 0-hoz Ix € Df: |x — xg| < d,mégis |f(x) — f(x0)| > e.

1
= § = —-hez is dx,, melyre
n

1
’Xn—Xo‘<E és |f(xn) — f(x0)| > €.

Tekintsiik ezt az (x,) sorozatot: lim x, = xp
n—oo

Mivel |f(xn) — f(x0)| > €, Vn-re, f(x,) /4 f(x0).

igy az indirekt feltevésiink nem helyes, teht f az xp-ban folytonos.
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Példa. Legyen
F(x) = 1, ha X racionalis
—1, ha x irraciondlis
Ez a fliiggvény NEM folytonos.

V2

Valdban, ha xg racionalis, akkor x, := xg + —.
n
Erre a sorozatra lim x, = xo,f(x,) = —1.

n—oo

Masrészt f(xg) = 1, igy nem teljesiil a sorozatfolytonossag.
Ha xq irraciondlis, akkor x, : xp végtelen tizedestort felirdsaban
az elsé n tagot tartalmazé szam. Ekkor

nllﬁngO Xp = X0, nILngO f(xn) =1+# f(x) = —1,

a fliggvény itt sem folytonos.
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Hatarérték

Heurisztikusan...
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Hatarérték

Definicié. Az f fliiggvény HATARERTEKE xo-BAN «, ha
Ve > 0-hoz 36 > 0, melyre
0<|x—x0|<d és xe D = If(x) —al <e.

Jeldlés: lim f(x) = a.
X—>X0

FIGYELEM: A hatarérték definiciéjaban f(xp) nem jatszik

szerepet.
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Hatarérték definicid, szemléletesen

26/36



Pontos feltétel

Adott f : D — R fliggvény és xg € RR.

Feltessziik, hogy 3U = (xo — r, xp + r) kornyezet, melyre

(Xo— r,Xo-l-r)\{Xo} c D.

Esetleg xo ¢ Dr is el6fordulhat.
Kovetkezmény. f: D — IR és xg € D belsé pont. Ekkor

f folytonos xp-ban <= Ii_)m f(x) = f(xo)-
X—>X0
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Példa

/|

—~

xo =2 ¢ Dr. Vajon lim f(x) =7
x—2

x # 2 esetén f(x) = x + 2. Ezért

4
= lim(x +2) = 4.
x—2

Itt
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Egyoldali hatarértékek

VA
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Jobboldali hatarérték

Definicié. Az f JOBBOLDALI HATARERTEKE xg-BAN o € R
ha Ve > 0-hoz 36 > 0, melyre

xe€Df, xo<x<xp+6 = |f(x)—a|l<e.
Ezt igy jeloljuk:

xlgg+ f(X) -

A jobboldali hatarérték, rovid jelolés:
lim f(x)=f(xo+0).

X—Xo0+
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Baloldali hatarérték

Az textscf baloldali hatdrértéke xg-ban @ € R

ha Ve > 0-hoz 36 > 0, melyre

x € Dy, Xo—0< x<xg = |f(x)—a|<e.

Ezt igy jeloljuk:
lim f(x)=a.

X—Xp—

A baloldali hatarérték, rovid jelolés:

lim f(x)=f(xo—0).

X—X0—
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Egyoldali és kétoldali hatarértékek

Allitas.

Xll_)rrj(0 f(x)=a

. _ , im Flx) —
Xlr;(rngf(x) o és Jim (x) =«
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Egyoldali hatarértékek

VA
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Szakaddasi helyek osztdlyozasa

ELSOFAJU SZAKADAS, ha

3 lim f(x)="f(x+0)<oo

X—Xo+

3 lim f(x)=f(x—0) < o0

X—X0—

Specialis elséfajii szakadds: MEGSZUNTETHETO a szakadds, ha

f(xo —0) = f(x0 +0), azaz 3 lim f(x), de

X—>X0

lim f(x)#f(xo).

X—>X0
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Elséfaji szakadas

Példa megsziintethetd és nem megsziintethetd szakadasra

Vi

Mo =+

wn =+
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Masodfaju szakadas

Definicié. MASODFAJU a szakadds, ha nem elséfaju.

y
A+

31
2JL
14

TS 5 40
)
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