Szamsorok 3. rész

Fuggvények.

2020. szeptember 30.
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Példa. Koch gorbe

Képezziink sokszoget egy szabdlyos, a oldalid, T teriiletii
haromszogbdl a kovetkezd rekurziv eljarassal:

1. 1épés Osszunk minden oldalt 3 egyenl6 részre.

2. lépés Minden kozépsé részre illessziink szabdlyos A-t.

Ezutdn ismételjik meg az ezeket a |épéseket.

Az 1. és 2. és 3. iteracid

eredménye:

A végtelen iteracid "végén" igy kapott sokszog a Koch-gorbe.

Mennyi ennek az alakzatnak a keriilete és teriilete?

N
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Koch gorbe kerulete

A Koch-gorbe kertiletét egy sorozat hatdrértékeként kapjuk.

K, jelolje n iterdcié utdn kapott alakzat keriiletét. Ky = 3a.

Egy iteraciéban minden oldal hossza S

4 , Y / \
3 -szorosara né. /N
4 4\" . ;
= K, = 3Kn-1= 3a 3) A keriilet tehat:
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Koch gorbe tertilete

— Geometriai sor hatarértéke.

V lépésben az tjonnan illesztett hdromszogek

» szama az el6z6 oldalszimmal egyenld

(azaz 4-szeresére nd)

> teriilete az el6z6 hdromszogek

. 1
tertletének §—szerese.

A teriilet hatdrértékére felirhaté geometriai sor:

T T T
+3: 543 5316 gar
T <~ 74\ X 8T
=T+ | — 2) = =20
T im 3y <9) 5
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Koch gorbe, fraktal

Megjegyzés. A kapott alakzat véges teriiletét onmaga kicsinyitett

masaibol el6alld végtelen hosszii gorbe hatérolja.

A Koch-gorbe tipikus példaja az onhasonlé fraktaloknak.
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Leibniz - tipusu sorok

Definicié. (Z a,,) LEIBNIZ - T{PUSU SOR, ha (ay):
1. Viltakozé elgjelli, azaz ajani1 <0,
2. (|an|) monoton fogyd,

3. (an) nullsorozat.

Tétel. Minden Leibniz -tipust (Z a,,) sor konvergens.
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Ma3s jeloléssel, legyen

by = |an|
A Leibniz sor
S (=1)"™tby=by — by + b3 —by...,
n=1

ahol
1. tulajdonsag: bp+1 < by

2. tulajdonsag: lim b, = 0.

b, > 0,
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"Bizonyitas”

53 5
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Bizonyitas. Feltehetd, hogy a; > 0. Ekkor asp1 > 0, és ax, < 0.

Képezziik az alabbi sorozatokat:

Q1 = a1 + a2

= a1 < B
B1 = a1
Qo :=ay+a+a3+a
2 1 2 3 4 = < B
B2 =a1+ax+ a3

Az (ap) sorozat abszolitérték-monotonitdsa miatt

o <o <... B1> 0> ...




Az I, = [aa, 5], b = [ag, 2], ... intervallumsorozatra:
1. Ih41 C I, egymdsba skatulydzottak,

2. zart intervallumok,

3. az intervallumok hossza: |h| = |az], || = |aa| ..., ezért

lim |I,| =0.
n—oo

A Cantor-féle kozospon tétel feltételei teljesiilnek,

ezért Jls kozos pont:

(o]
s= lim a,= |lm 8,= E an.
n—o0 n—o0 1

n—
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Leibniz sor, maradék tag becslés

Legyen a sor Osszege s, és jelolje

R,=5s—s,.

Ekkor
sign(Rn) = sign(ans1).

|Rn| < lany1l-
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Példa

Tekintslik az alabbi végtelen sort:

1 1 1 1
- = - — = = _1n+17
l=gt3—gt =D

Lathatd, hogy

1
1. < , hiszen < —.
|an+1] < |an| ntl o n
—1)"
2. lim a, = lim ) =0.
n—oo n—o0 n

Tehat a fenti sor Leibniz-tipusd.

Ezért konvergens, |étezik a részletosszegek hatdrértéke:

1 1—1—1 E—i— <
2 3 4 7
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Hibabecslés

Allitas. A sor dsszege:

o0

n=1

Adjunk becslést a hibara:

100

Z(—l)”“% —In(2) =7

n=1

Z(—1)"+1% ~In(2).

HF
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Példa folytatas

Egyrészt azt igazoltuk, hogy

o0

n=1

Masrészt
[o@)

1
=2 5"
n=1

n+1 1

o0
n=1

ahogy kordbban mar belattuk.

Tehat a

o0

Z(_l)nﬁ-l%

n=1

sor feltételesen konvergens.

S < oo
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Példa

Vajon konvergens-e az aldbbi sor:

o0

PP
4n—1 !
n=1
~ (=1)"3n
S P
— Alternalé /
DE!
(—=1)"3n

n—oo 4n—1
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A sor Osszege

Tétel. RIEMANN TETEL.

1. Abszolit konvergens sor esetén a sor Osszege fiiggetlen az

osszeadanddk sorrendjétol.
Feltételesen konvergens soroknal ez nincs igy!

2. Feltételesen konvergens sor esetén a sor atrendezésével az

Osszeg barmi lehet.
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Paradoxon?

i(—l)”ﬂiz <1—;) +<;—i) —|—<;—é)---:c>0

n=1

A sort atrendezziik:

o0
1 . .
Mivel E (—1)"1 = feltételesen konvergens, igy az Gsszeg fiigg
n
n=1
az osszeadds sorrendjétol.

A sor osszge barmi is lehet. = "PARADOXON" megoldasa
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Néhany tovabbi nevezetes sor osszege

Se-t

k=1
o0
1 1 1 1 T
)l - {44 =1
kZ:1( ) 2k —1 3+5 7+ 4

(Ez a Leibniz formula 7 el&allitasara.)

i— —+1+i+i+ = In2
£ 2k T 2 64
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FUGGVENYEK



X és Y két halmaz. A FUGGVENY egy f : X — Y leképezés.

Vx € X elemhez hozzarendeliink egy y € Y elemet. fgy jeloljuk:

y = f(x), Xy

A fliggény ERTELMEZESI TARTOMANYA Dy.

A fiiggvény ERTEKKESZLETE Rr = {y € Y : Ix € X, y = f(x)}.
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Definicid. Specidlis esetként legyen X = Y/, és a fiiggvény
f(x) := x. Ez az IDENTITAS fiiggvény.

Definicié. Az f figgvény INJEKTIV, ha

Vx1 #xp € D f(x1) # f(x2)
A fliggvény SZURJEKTIV, ha Vy € Y- hoz 3x, melyre y = f(x).
A fiiggvény BIJEKTIV, ha injektiv és sziirjektiv,

—  a hozzdrendelés kolcsondsen egyértelmii X és Y kozott.



Definicié. Adott két fliggvény, f : X — Y ésg:Y — Z.

Az OSSZETETT FUGGVENY go f : X — Z, melyre x — g(f(x)).

g a KULSO-, f a BELSO FUGGVENY.

Ertelmezési tartomanya Dgor = {x: x € X, f(x) € Dg}.

Példa. A két fiiggvény f(x) = x? és g(x) = sin(x).

Ekkor f o g és g o f is értelmezhetd:

f o g(x) = sin?(x), gof(x)= sin(xz).
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Valds flggvények

A fenti definicidk tetszéleges X és Y esetén értelmezhetdek.

A tovabbiakban csak valés fiiggvényekkel foglalkozunk.

Feltessziik, hogy
X C R, Y CR.

| e
H\"'“-\_

F 3
=

L )

Fliggbleges vonal tesz
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Ha a fiiggvény bijektiv, akkor létezik inverz fliggvény
Ly o X,

melyre
) =x,  f(Fy) =y

Tehat
fofl:y—vy, flof:X—>X

identitas fliggvények az adott halmazokon.

FIGYELEM! A fiiggvények esetén az f~! jelolés NEM jelent

reciprokot! Egészen mdst jelent, mint az 7 fuggvény.
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Valés fuggvények esetén szemléletesen az inverzfiiggvény grafjat

tgy kapjuk, hogy az x és y tengelyek felcserél6dnek.
L

Y

Yo
Y =

.(.

ra e

¥
®
g

Fig. 10.—Inversion of a function

Egy fliggvény akkor invertalhatd, ha barmely x tengellyel

parhuzamos egyenes legfeljebb csak egy pontban metszi a grafot.

Vizszintes vonal tesz
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Korlatossag

Definicié.
Az f fuggvény alulrdl korlatos, ha Ry alulrdl korlatos.

Az f flggvény feliilrdl korlatos, ha Ry felilrdl korlatos.
Végiil az f fliggvény korlatos, ha Ry korlatos.

Masképp fogalmazva, az f fliggvény korlatos, ha 9K szdm, hogy

f(x)| <K  Vxe Dy
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Definicié. Az f fiiggvény paros, ha Ds szimmetrikus

(azaz x € Dr esetén —x € Ds is teljesiil) és

f(—x) = f(x) Vx € Ds.
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Az f fliggvény paratlan, ha Ds szimmetrikus és

f(—x) = —f(x) Vx € Ds.

©dd Funetion Y
Fl-x=-fx) /
N

Példa.
» Az f(x) = x? fiiggvény paros,

» a g(x) = x° fiiggvény paratlan.
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Monotonitas

Definicié. Az f fiiggvény MONOTON NOVO, ha Vxq, x» € Dy:

x1<x = f(x1)<f(x).

f SZIGORUAN MONOTON NOVO, ha Vx1,xo € Ds:
x1<x2 = f(x1)<f(x).

f MONOTON FOGYO, (SZIGORUAN MONOTON FOGYO) ha
x1<x2 = f(x1)>f(x).

(i”. X1 < X2 = f(Xl) > f(Xz).)

¥
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