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[o¢]
VEGTELEN SOR egy végtelen dsszeg: Z an

n=1
A (> ap) sorhoz hozzarendeliink két sorozatot
— az (s,) sorozat a részlet-Gsszegek sorozata

— az (ap) sorozat az Gsszeadanddk sorozata.

Ha a (D_ a,) sor konvergens és a sor Gsszege s, akkor
— az (sp) sorozat hatdrértéke s

— az (a,) sorozat hatarértéke 0.
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(3" an) sor konvergens <= az (s,) Cauchy sorozat.

Cauchy kritérium sorokra

Ve > 0-hoz N = N(e) kiiszobindex, melyre Vn > m > N esetén

lam+1 + ...+ an| <e.
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4. Példa

Elemi tortekre bontva : - =

ezért
n n
1 1 1
5 = —Z(—)—
— k(k +1) — k k+1
1 1 1 1 1 1
= 1—- -~ — = - — =1 - —
( 2)+(2 3)+ (n n+1) n+1’
— lims,=1 — iil =1
n|—>oosn_ ’ — n(n_|_1)_ ’
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Majorans és minorans kritériumok
Tétel. Adottak (> an) és (> b,) szamsorok.
1. (Majorans kritérium) Tth. 0 < b, < a,, Vn.

Ha (> an) sor konvergens = (D_ by,) is konvergens.

2. (Minoréns kritérium) Tegyiik fel, hogy b, > a,, Vn.

[ee]
Ha (> aj) divergens és Z ay = 400, akkor
k=1

(>_ bp) is divergens, és Z by = +00 .
k=1

Bizonyitas. A sorozatokra igazolt dsszehasonlité kritériumok +/
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Példa.

o0

. 1
Vajon a E — sor konvergens-e?
n
n=1

Felhaszndljuk azt a becslést, hogy

1 - 1 > 9
= < n>2.
n?2 " n(n—1) -

Ekkor alkalmazhatjuk a majorans kritériumot, hiszen

— 1
PN,
“— n(n—1)

a majorans sor konvergens.

Tehat ezért
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Osszegezve

Eddig ezt lattuk:

1 1
Yheo & Yli-w
n=1 n=1
Megjegyzés. A késGbbiek soran be fogjuk latni, hogy a
> 1
n(,\/,
n=1

sor konvergens, <= ha o > 1.
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Példa. Végtelen tizedestort

Egy végtelen tizedestort a (0, 1) intervallumban:

o0
x=0,a1aza3... :ZaklO_k, 0<a,<0.
k=1

A fenti sort majoralni tudjuk egy mértani sorral

[ee]
ax <9 = majorans sor: 92 1075 < 0
k=1

tehat 0, ajapas . .. konvergens.
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Definicié. A (>~ an) végtelen sor ABSZOLUT KONVERGENS,

ha (> |an|) sor konvergens:

m
lim Z lak| < oo.
m—00

k=1

Allités. Ha (3" an) abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitdas. Belatjuk a Cauchy kritérium teljesiilesét.
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e > 0 tetszbleges. (D |an|) konvergens, ezért IN:

n

Yn>m>N: Z lak| < e
k=m+1
A haromszog egyenl6tlenség miatt

n n

Vn>m>N: \ Z ax| < Z lak| < e.

k=m+1 k=m+1

Definicié. A (> an) végtelen sor FELTETELESEN KONVERGENS,

ha konvergens, de nem abszolit konvergens.

abszolit konvergencia = konvergencia

konvergencia % abszoliit konvergencia
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Pozitiv tagt sorok

Definicié. A (D an) végtelen sor POZITIV TAGT SOR, ha
a,>0 Vn e IN.

Ekkor két eset lehet.

o0 o0
Z a, < oo vagy Z ap, = +00,
n=1 n=1

mdasfajta divergencia nincs.

Kovetkezmény. Pozitiv tagl sorok esetén

abszolit konvergens <=  konvergens
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Hanyadoskritérium
Tétel. Adott () a,) sor.
1. Tegyiik fel, hogy

’ an+1
dn

|<g<1l ¥VneNN
ahol 0 < g < 1.

o
Akkor a sor abszolit konvergens. Z lan| < o0.

n=1

2. Tegyiik fel, hogy

’@‘
an

>1  Vnel

Ekkor a (> an) sor divergens.
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Bizonyitas. 1. A feltétel szerint

a
|; < gq
1
as
=] < ¢
az
an+1
’ n—+ ‘ S q
dn

Ezeket Osszeszorozva azt kapjuk, hogy

‘ an+1

< = ol < [ad"
1

oo oo
Tehat a g |a1|q" mértani sor majorélja a E |an| sort.

n=1 n=1

—> Ez utdbbi sor is konvergens.
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2. Tegyiik fel, hogy
AT

an
Akkor |apt1| > |an|, tehat (a,) nem lehet nullsorozat.
Akkor a sor divergens.
Megjegyzés. Elegendé a fenti tételben, hogy a feltételek Vn > N

esetén teljesiilnek, valamely fix N mellett.

Elnevezés: D'Alembert féle hanyadoskritérium.
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Megjegyzés. 1.-ben fontos a hatarozottan 1-nél kisebb g szam

létezése. Nem lenne elegendd, hogy

a
<1 v
n

1
Egy példan mutatom be. Legyen a, = —.
n

oo
Ekkor Z E = 00. A sor divergens.
n

n=1
Mégis, a hanyadosra mindig teljesul, hogy
dn+1 n

= <1,
an n+1

de nincs kozos g < 1 fels6 korlat.

19/31



Hanyadoskritérium gyengitett valtozata

Tétel.

Tegyiik fel, hogy létezik a

. an+1
lim |2 = A
n—oo  ap

hatarérték. Ekkor

1. ha A < 1, akkor a sor abszolut konvergens,
2. ha A > 1, akkor a sor divergens,

3. ha A=1, akkor a sor lehet konvergens és divergens is.
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Bizonyitds. Visszavezetjiik az el6z0 tételre.

1. Tfh. A< 1. Ekkor ¢ = 1-

-hoz 9N index, melyre:

|a"+1|A‘<5, Vn> N.
n
Specidlisan:
1-A
|a;“| <A+e = qi=A+e=A+—=<1
n

1
)
T

0 AT

/

—

-~
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2. Tegyiik fel, hogy A > 1. Ekkor van olyan N, melyre

|@|>1 han>N

n

Ekkor (a,) nem nullsorozat. Tehdt a sor nem konvergens.

3. Tegyiik fel, hogy A = 1. Mindkét esetre mutatok példat.

1
Legyen a, = —. Ekkor

n
3 (o)
. 1 .
lim 27— A= 1. Es Zan:oo.
n—oo  a,
n—1
1
Legyen a, = —. Ekkor
n
3 o
. 1 .
lim 27 — a1 Es Zan<oo.
n—oco  a,
n—1
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Példa

n

3 .
Legyen a, = — Tekintslik a
n!
oo 3I’1
n=1

sort. Vajon konvergens-e?

Alkalmazzuk a hanyados kritériumot:

. ant1 . 3n+1 3n
lim | |= lim (——— /=) =
n—oo ap n—o00 (n —+ 1)' n!

3
= lim =0<1
n—oon-+1

Tehat a sor konvergens.
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Példa. Legyen

1
an = —.
n!
Ekkor a végtelen sor
1 1 1 1
1+ + —I— +... = .
3! n!
n=1
A hanyados kritérium szerint
1
a1 (n+1)! 1 1
= = — ]_
an 1 ntl 25"
n!

igy a sor konvergens.

[e.9]
1
Be fogjuk latni, hogy g — =e (Eddig: e = lim
n!

n—00

(1+,17>n.)
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Gyokkritérium

Tétel. Adott (D a,) sor.
1. Tegyiik fel, hogy

Vl0an| <q, VneN,

ahol g rogzitett és 0 < g < 1.

oo

Akkor a sor abszollit konvergens, azaz g lan| < oo.

n=1

2. Tegyiik fel, hogy

an| =1, VYneNN.

Ekkor a (D an) sor divergens.
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Bizonyitds. 1. A feltétel szerint {/|a,| < g, ahol 0 < g < 1.

Emiatt
lan] < q", Vn e IN.

Mivel |g| < 1, a mértani sor konvergens:

oo
> 4" <,
n=1
ezért a majorans kritériumot alkalmazhatjuk.

Tehat valéban:

[e.e]
Z lan| < oo.
n=1
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2. Ha {/|an| > 1, akkor |a,| > 1, ezért (a,) nem nullsorozat.

[e.e]
A Divergencia teszt miatt Z an, nem konvergens.

n=1

Elnevezés: Cauchy féle gyokkritérium.
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Gyokkritérium gyengitett valtozata

Tétel.

Tegylik fel, hogy létezik a

lim +/|a,| = A

n—oo
hatarérték. Ekkor
1. ha A <1, akkor a (D a) sor abszolit konvergens,
2. ha A>1, akkor a (> a,) sor divergens,

3. ha A=1, akkor a akkor a kritérium alapjan nem eldonthet6 a

sor konvergencidja.
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Példa

oo
o n .
Tekintsiik a g on sort. Vajon konvergens-e?
n=1

Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

Y 1
lim /|an| = I|m "2——Iim \éE:2<1 Vv

n—o0 n—o0

Tehat a sor konvergens.

Megjegyzés. A sor osszegét nem tudjuk, csak a konvergenciat

igazoltuk.

(=1)”
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Példa. Koch gorbe

Képezziink sokszoget egy szabdlyos, a oldalid, T teriiletii
haromszogbdl a kovetkezd rekurziv eljarassal:

1. 1épés Osszunk minden oldalt 3 egyenl6 részre.

2. lépés Minden kozépsé részre illessziink szabdlyos A-t.

Ezutdn ismételjik meg az ezeket a |épéseket.

A 2. és 3. és 4. iteracié

eredménye:

A végtelen iteracid "végén" igy kapott sokszog a Koch-gorbe.

Mennyi ennek az alakzatnak a keriilete és teriilete?
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Koch gorbe kerulete

A Koch-gorbe kertiletét egy sorozat hatarértékeként kapjuk.

Minden [épésben minden oldal hossza — -szorosara nd, hiszen

minden oldal kozépsé harmadat néla kétszer hosszabbra cseréltiik.

A kerulet tehat:
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