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Számsorok



Zeno-paradoxon

Elér-e a sétáló a falig?

- elmegy a táv feléig

- elmegy a maradék táv feléig

- elmegy a maradék táv feléig

- ...

”Nincs vége, hisz mindig megmarad a táv fele - végtelenségig lehet

folytatni”



Zeno-paradoxon

Elér-e a sétáló a falig?

– TUDJUK, hogy eléri a falat.

V végtelen sok szám összege lehet véges.
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Látható, hogy sn → 1, ezért

∞∑
n=1

1

2n
= 1.



Bevezető

Emlékeztető: sorozat valós számok rendezett halmaza.

Sor valós számok összege, ahol az összeadandók száma végtelen:

a1 + a2 + a3 + . . . + an . . . .

Defińıció. Végtelen sor (számsor) egy végtelen összeg:

∞∑
n=1

an

Mi az értelme?



Végtelen sor konvergenciája

∞∑
n=1

an =?

Defińıció. A fenti végtelen sor n-dik részletösszege

sn =
n∑

k=1

ak

A végtelen sor konvergens, ha (sn) konvergens.

Ekkor a a sor összege

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

sn.

Jelölés:
(∑

an
)
.



1. Példa

Legyen an =
1

2n
, a végtelen sor
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Ekkor
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2n
.

Tehát sn → 1 konvergens, ı́gy

∞∑
n=1

1

2n
= 1.



2. Példa

Legyen an = (−1)n, ekkor a végtelen sor

−1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . . Mennyi az összege?

A részletösszegek sorozata:

sn =


0 ha n = 2k

− 1 ha n = 2k + 1

Az (sn) sorozat nem konvergens =⇒ a végtelen sor összege

nem létezik.

Defińıció. Ha a részletösszegek (sn) sorozata nem konvergens,

akkor a végtelen sor divergens.



Geometriai - mértani - sor.

1 + q + q2 + q3 + · · ·+ qn−1 + · · · =
∞∑
n=1

qn−1.

Az eddigi jelölésekkel

an = qn−1.

Az első n tag összege

sn = 1 + q + q2 + . . . + qn−1

1. eset. q = 1. Ekkor

sn = 1 + 1 + 1 + . . . + 1 = n→∞.

Mivel (sn) nem konvergens, ı́gy a geometriai sor divergens ebben

az esetben.



2. eset. q 6= 1. Ekkor

sn = 1+ q + q2 + . . . + qn−1

qsn = q + q2 + . . . + qn−1 +qn.

Kivonva a két egyenletet egymásból:

sn − qsn = 1− qn ⇒ sn =
1− qn

1− q
.

Így lim
n→∞

sn =


1

1− q
ha |q| < 1

@ ha q ≤ −1

? ha q > 1

.

Példa. q =
1

2
. Ekkor

∞∑
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=
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2

= 2. Nem =1 volt?



Álĺıtás. Ha (
∑

an) konvergens, akkor (an) nullsorozat.

Bizonýıtás. Ha

lim
n→∞

sn = S =⇒ lim
n→∞

sn−1 = S ,

és akkor

lim
n→∞

(sn − sn−1) = 0 = lim
n→∞

an

Divergencia teszt. Ha

lim
n→∞

an 6= 0,

akkor a sor divergens.



Megjegyzés. Az álĺıtás megford́ıtása nem igaz.

Ha (an) nullsorozat, akkor (
∑

an) nem feltétlenül konvergens.

Példa. Tekintsük a
∞∑
n=1

1

n

végtelen sort.

A sor elemei 0-hoz tartanak.

A részletösszegek sorozata

sn =
n∑

k=1

1

k
.

Erről már beláttuk, hogy nem konvergens.



Megjegyzés. A (
∑

an) sorhoz hozzárendelünk két sorozatot

– az (sn) sorozat a részlet-összegek sorozata

– az (an) sorozat az összeadandók sorozata.

Ha a (
∑

an) sor konvergens és a sor összege s, akkor

– az (sn) sorozat határértéke s

– az (an) sorozat határértéke 0.



Cauchy kritérium sorokra

A végtelen sor konvergens ⇐⇒ (sn) Cauchy sorozat.

A (
∑

an) végtelen sor teljeśıti a Cauchy feltételt,

ha ∀ε > 0-hoz ∃N = N(ε) küszöbindex, melyre ∀n > m ≥ N

esetén

|sn − sm| < ε =⇒ |am+1 + . . . + an| = |
n∑

k=m+1

ak | < ε.

=⇒ az N küszöbindex után akárhány elem összege kisebb

mint ε. Miért?



Paradoxon?
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A sort átrendezzük:

c =

(
1− 1

2

)
− 1

4
+

(
1

3
− 1

6

)
− 1

8
+

(
1

5
− 1

10

)
...

=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− ... =

=
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . .

)
=

c

2
. =⇒ c =

c

2
!?


	Motiváció
	Alapfogalmak
	Néhány példa
	 Konvergens számsor tulajdonságai
	Összehasonlító kritériumok végtelen sorokra

