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Mennyi lim a, - b, = X?

n—:o00

1. Ha lim a,=A€Rés Iim b=BeR = X=ABY
n—oo n—o00

2. lim a, =0 és (bp) korlatos — X =0,/

n—oo

3. lima,=400és b, >k>0,Vn = X =400y

n—o0

4. lim a,=0és |lim b,=00 =— X =777
n—oo n—o0



A lim ap,b, ="00-0" tipust hatarérték "barmi" lehet. (—oc is7)
n—o00

1. Példa. a, = np".
Tth. 0 < p< 1. lim np" =7.
n—o0
Atirjuk ilyen alakba: a, = np" = ({/np)".

Mivel lim /n =1, ezért IN

n—o0
1 1
\”ﬁ<; Yn>N, — Wp<[;p(:1)
Tehat létezik 0 < g < 1, melyre
Vnp<qg<1.

Ezért 0 < a, < q", ha n > N, igy a rendorelv alapjan lim a, = 0.
n—o0



1*. Példa. Legyen k € IN tetszbleges és a, = n“p". 0 < p < 1.
Mit varunk?
Ekkor is lim a, = 0.
n—00
Bizonyitas. a, = np” = (V/nkp)".
Un—1 = Vnk1.

n 1 n
Ezért\/nk<;,han>N. = Vnkp<g<1.

Mostis0 <a,<qg",han>N, — lim a, =0.

n—oo

p > 1 esetén mit mondhatunk?



2. Példa. 1
an:3n~— lim an:?

Legyen n > 3. Ekkor

, _ 3n _ 3.3.3 _
n 1-2-3-...-n 1-2-3
3 33,3 3 _9 3.
Tehat n
i 5 =0

akkor lim a, = 0.
n— o0



Rekurziv szamsorozatok

Példa. (an) rekurzidval van definidlva:

a =1, ant1=an+1 ha n=1, 2 ...
Szamoljuk ki néhany elemét:

=1 a=14+1=2 a3=24+1=3,...

Latszik, hogy a, — oo.

Példa. (a,) kétlépéses rekurzidval van definidlva:

ay =ap =1, ant2 =ap+1+an ha n=3 4 ...
Szamoljuk ki néhdny elemét:

aa=1 a=1 a3=141=2, a,=3, ags=5...

Fibonacci sorozat. (Xll.sz. pl. képzeletbeli nyiilcsaldd névekedése.)



Egy példa

(an) igy van definidlva rekurziéval:

1
ap = 2, any1==(an+6) ha n=1, 2 ...

2
Szamoljuk ki néhany elemét:
1

1
a =2, a= *(2—|—6) =4, a3= *(4—|—6) =5...

2
" Latszik", hogy (an)

2

Allitas. an < apt1, Vn. Teljes indukcid.
1. lépés. a1 < ap +/.

2. lépés. Ttfh. a, < ap41 egy fix n-re.

dg = 5.875.

1 1
any2 = *(an-',-l + 6) > 5(3,, + 6) = ap+1 \/

2



1
dpt+1 = E(an + 6)1

Beldttuk, hogy (a,)
Allitas. a, < 6, Vn. Teljes indukcié.
1. lépés. a3 =2 <6 /.

2. lépés. Tfh. a, < 6 egy fix n-re.

1 1
dn+1 = §(an + 6) < 5(6 +6) = 6. \/

Egyiitt: (a,) monoton és korlitos. = (a,) konvergens.

Mennyi A= lim a,?
n—o0

1 1
an+1:*(an+6) - AZE(A+6) = A= I|lim a,=6

2 n—00



Az e szamrdl.

. ” _ 1
(Ism) Definicié. Az e - EULER-FELE SZAM: e := lim (1+ —)",
n—o0 n
V(nk) indexsorozatra
. 1.,
lim (14+ —)% =e.
ny—o0 ng
. . . 2.,
Folytatds: vajon lim (14 =)" =7
n—o00 n
n n/2 n/2 '
2 u
—  lim(1+5)"=¢% SOT:  lim (14+2)"=¢* Vac R

n—00 n n—oo n



Szamtani atlag sorozatok

Allitas. Th. (an) nullsorozat. Legyen

Ekkor lim A, =0.

n—o0

Bizonyitas. Elsd becslés: (a,) korltos is, = |ap| < K.

Kovetkezd becslés:

1 < 1 <
|An| = ;I Zak\ < ;Z |ak|.
k=1 k=1



Ve > 0-hoz 3N kiiszobindex: Vn > N: |a,| < g

Ezekre az n indexekre

‘An|§ |a1\+...+|aN|+\aN+1]+...+\an| <

N -N N
<K+ 2l SK 2
n 2 n n 2
N 2NK
Vajon —K < %? Hat persze, ha: n>
n

V>N, N — \An\<§+5:g. N

2

Np.y/.



Megjegyzés.

Az allitdas megforditasa nem igaz!

A,—0 =% a,—0.

Ellenpélda: Ha a, = (—1)", akkor a szdmtani &tlag sorozat

0, ha n=2k

1
——, ha n=2k+1
n

Ap, nullsorozat, bar (a,) divergens.



1. Kovetkezmény

Legyen (a,) konvergens, lim a, = A. Ekkor a szamtani atlag
n—o0

sorozatra

lim A, =A

n—oo

Bizonyitas. Tudjuk, hogy Ii_)m ap, = A < (a,— A) nullsorozat.
n (0. ¢]

Legyen b, := a, — A. A szamtani atlag sorozata

5 b+ +by aa—A+...ap—-A  a+---+a,
= = =

— A
n n n

Az el6z0 tétel —

lim B, =0. = |lim A,—A=0.

n—oo n—oo

Valéban |lim A, = A.

n—oo



2. Kovetkezmény

Allitas. Legyen (a,) pozitiv tagl sorozat, és
G,:=+/a1...ap
a mértani atlagok sorozata. Tfh. (a,) nullsorozat, ekkor

lim G, =0.

n—oo

Bizonyitds. A szamtani-mértani kozép kozti egyenl6tlenség miatt
0< G, <A,

Mivel (A,) nullsorozat, ezért (G,) is az.



Torlédasi pont

Definicié. Az (a,) sorozat TORLODASI PONTJA t, ha t birmely

kornyezetében végtelen sok tagja van a sorozatnak.

Mas szavakkal: Ve > 0 esetén a (t — ¢, t + ¢) intervallumban a

sorozatnak végtelen sok tagja van.

— kornyezeten kiviili tagok szama?

Példa. a, = (—1)".

Ennek két torldédasi pontja van, t; =1 és tp = —1.



Példa

" Osszefésiilt” sorozatok. Legyen két konvergens sorozat:

1 n

Definialjunk egy harmadik sorozatot:

a, ha n=2k
Ch =

b, ha n=2k+1

A (cp) sorozatnak két torléddsi pontja van, 0 és 1.



Torléddsi pontokrdl

Allitas. Ha (an)-nek tobb torlédasi pontja van, akkor nem

konvergens.

Allitss. Ha (an) konvergens, akkor egyetlen torl6dési pontja van.

Forditva?

Ha (a,)-nek egyetlen torlédasi pontja van, akkor. konvergens?



Példa olyan (a,) sorozatra, melynek torlédasi pontjai 1,2,3,...7
Definicié. Legyen T := torldddsi pontok halmaza.

Ha 7 feliilr6l korldtos, akkor sup 7 := LIMES SUPERIOR. Jelolése

limsup a, = lim a,.
n—o0 n—oo

Ha 7 alulrél korldtos, akkor inf 7 := LIMES INFERIOR, Jelolése

liminf a, =i

nmm ap.
n—00



	Ismétlés.

