Szdmsorozatok 3.

2020. szeptember 16.



Hatarérték (ism.)
Definicié. Az (a,) sorozat KONVERGENS és HATARERTEKE A, ha
Ve > 0-hoz N = N(e) (kiiszobindex) melyre
n>N = la,—Al<e.

Jelolés: lim a, = A.
n—o00

Definicié. Ha (a,) nem konvergens, akkor DIVERGENS
1. tipusd divergencia. (a,) £00-HEZ TART (divergall).

2. tipusd divergencia. (a,) elemei TOBB PONT KORUL

TORLODNAK.



Konvergencia és korlatossag (ism.)

Allités. Ha (an) konvergens, akkor korlatos.

Allitas.
1. Ha (a,) " és feliilrél korlatos, akkor konvergens.

2. Ha (ap) \ és alulrdl korlatos, akkor konvergens.

Bolzano-Weierstrass tétel.

Minden korldtos (an) sorozatnak van konvergens részsorozata.



Cauchy sorozat

Definici6. (a,) eleget tesz a CAUCHY FELTETELnek
(vagy CAUCHY KRITERIUMnak), ha:

Ve > 0-hoz 3N = N(e) kiiszobindex, melyre

Vn,m> N esetén |a,— an,| <ec.

Ha (an) kielégiti a Cauchy feltételt, akkor CAUCHY SOROZAT.



Cauchy sorozat és konvergencia

Tétel. Ha (a,) konvergens, akkor Cauchy sorozat.

Bizonyitas. Tfh (a,) konvergens, és lim a, = A..
n—o0

Legyen € > 0 tetszdleges.

Ekkor 3N kiiszobindex, melyre

5 5
Yn,m> N : \an—A\<§, \am—A\<§.

Ekkor

lan — am| = |(an—A)+(A—am)| < ]an—A|+|am—A]<§—|—% =e.



Tétel. (Az el6z6 Tétel megforditdsa) Ha (a,) Cauchy sorozat,

akkor konvergens.
Bizonyitas. Két Lemman mulik. Ezek bizonyitdsa a jegyzetben

van.

1. Lemma. Ha (a,) eleget tesz a Cauchy kritériumnak, akkor

korlatos.

2. Lemma. Ha az (a,) Cauchy sorozatnak van konvergens (an,)

részsorozata, és lim a, = A,
k— 00

akkor (a,) is konvergens, és lim a, = A.
n—o0o



A Tétel bizonyitdsa.

Tth (a,) Cauchy-sorozat.
1. 1. Lemma = korlatos.
2. A B-W tétel miatt J(a,,) konvergens részsorozata.

3. 2. Lemma = az eredeti sorozat is konvergens.

(an) konvergens <= (a,) Cauchy sorozat.



Cauchy sorozat, példa

n
1 1 1 1

Becsiiljik meg az n-dik és 2n-dik tag kiilonbségét:

ap—ap = il ! + . + +i>i+i+ +i*
anen = k n+1 n+2 " 2n" 2n 2n " 2n
k=n+1
1 1
= N— = —.
2n 2
1
- agnfa,,>§ Vn.
1
e=3 esetén W. = (an) nem konvergens.

n 1
Vajon a, = Z P —7
k=1



Konvergencia monotonitasa

Allités. Tegylik fel, hogy az (a) és (b,) sorozatok konvergensek,

lim a, = A, lim b, = B.
n—0o0 n—o0
Ha
an < by Vn € N,
akkor A < B.

Bizonyitas. Trividlis.



Konvergencia monotonitdsa, kiegészitések
1. Megjegyzés.
an < b, VnelN, — A<B
Bar a feltételben szigori egyenlétlenség van, mégis A = B lehet.

Példa:
ah=— < —=b,, n>1
n

2. Megjegyzés. a, < b, Vn € IN helyett elegend6

an < by VYn> N



Rendor-elv
Tétel. Tfh (a,) és (b,) kozrefog egy harmadik sorozatot:
an < cp < b, Vn e IN.
Tth (an) és (bn) konvergensek:
lim a, = A, lim b, = A.
n—o00 n—o0
Ekkor (cp) is konvergens, és Ii_>m cn = A




Rendodr-elv, bizonyitds
€ > 0 tetszbleges. Ekkor létezik IN; kiiszobindex, melyre
lap — Al <e han> Ny,
specidlisan a, > A —¢.
Hasonléan dN,, melyre
|by — Al <& han> Ny,
specidlisan b, < A+ ¢.

Ekkor n > max(Ny, Na) esetén

A—ce<ap<c,<b,<A+ec = lim ¢, =A

n—oo



Példa

ap =+/n. Hova tart? Tipp? Beldtjuk, hogy n||_>n;0 an = 1.

1 < a, Vn > 1-re. Ekkor

. 1...+41
l<a, = \/ﬁ-ﬁ-l....lgﬁ+ﬁ+ ti_
n

2y/n  n—-2 2 n-=-2 2
o~ S e
n + n ﬁ+ n ﬁ+

2
— 1<3n<%+1
) 2
bnzlescn:%+l.
b,<a,<c,Vn, és Iim b,=1, lim ¢, =1
n—oo n—oo

= lim a,=1.

n—o0



Az el6z6 példa kovetkezménye

p > 0 tetszlleges, a, := /p.

(Mar lattuk, hogy lim /p =1, most masképp is beldtjuk. )
n—oo
Vp > 0-hoz 9N index,

1/n<p<n Yn>N
Al
= \fn<\"/ﬁ<\"ﬁ,

és emiatt 1 < |lim /p < 1.
~ n—oo \/ﬁ -



Nullsorozatok

Definicié. Az (a,) konvergens sorozat NULLSOROZAT, ha

hatarértéke 0.

Azaz Ve > 0-hoz 3N = N(e) kiiszdbindex, hogy

Vn> N lan| < e



Nullsorozatok tulajdonsdgai

Allitss.

1. (an) konvergens és lim a, = A
n—o0
0

(by) = (an — A) nullsorozat.
2. Tfh. (ap) nullsorozat, (b,) korlatos sorozat.
Ekkor az (a,by) is nullsorozat, azaz

lim apb, = 0.
n—o0



Tfh. (a,) divergens és lim a, = co. Legyen
n—,oo

1
—, ha a,>0
an
b, =
0, ha a,<o0

Ekkor lim b, =0, azaz (b,) nullsorozat.
n—oo

(an) nullsorozat <= (|a,|) nullsorozat.

Tth. Ii_)m ap = oo. Tfh. (b,)-re 3k > 0: b, > k Vn.

Ekkor: lim a,b, = cc.
n—oo



Bizonyitas.
2. Ha (an) nullsorozat, (b,) korlatos, akkor lim a,b, = 0.
n—oo

Egyrészt (by) korldtos = |b,| < K, Vn.

Madsrészt Ve > 0 IN:

Egyiitt —> ya,,bn\:ya,,||bn|g%;<:g.



Bizonyitas.

lim a, = = b,:= nullsorozat

0, ha a,<0

1
Ve > 0 esetén K = g—hoz IN = N(K) kiiszobindex:
VYn>N: an > K(>0)

Ekkor

1
bal = - <

X\*—‘

Tobbi bizonyitds HF.



Osszehasonlitd kritériumok

Allitas.
1. (Majordns kritérium.)
Ha (ap) nullsorozat, és |b,| < |an| Vn-re (vagy rogzitett N
mellett minden n > N-re), akkor lim b, = 0.
n—o0
2. (Minorans kritérium.)
Tth. lim a, = +o0, és b, > a,

n—o0

Ekkor lim b, = +o0.
n—o0



Alappélda

lim p" =
n—oo

oo,

divergens,

ha

ha

ha

ha



A lim a,b, ="00-0" tipust hatdrérték "barmi" lehet.
n—oo

1. Példa. a, = np". Tth. 0 < p < 1. lim np" =7.
n—00
Atirjuk ilyen alakba: a, = np" = ({/np)".

Mivel lim /n =1, ezért AN

n—oo
1
vn< = Vn> N
Ezekre az n-ekre )
|/np| < Pl L

Tehat létezik 0 < g < 1, melyre

Vnp<q<1.

Ezért 0 < a, < q", ha n> N, igy a rendorelv alapjan lim a, = 0.
n—o0
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