Szdmsorozatok 2.
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Ha ¢ > 0 tetszbleges, akkor IN kiiszobindex: ay € (—¢, €).

S6t Vn > N-re a, € (—¢, ¢), tehdt a, — 0.

(_1)n+1

1
2. Példa. (ism.) a, = ~————, a sorozat 1, —
n
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a, = (—l)’”l%

Ekkor is a, — 0. Oszcilldlva kozelit 0-hoz.



3.Példa.

1
— h =2k
2n & n
an =
1
— ha n=2k+1
n
A sorozat elemei
1 1 1 1
a =1, D= =g M= A=

Most is igaz, hogy a, — 0

4. Példa.
n 1

=1 .
n+1 n+1

an

Ekkor a, — 1 tart a O-hoz. I/gy anp — L.



Szamsorozat, 5. példa

p > 0 tetszOleges. Legyen a, = y/p. Ha pl p = 2 akkor:

a =2, 32:\/5, 33:\3/5,... Rajz!

l.eset Hap=1,ekkoray=ap=a3=...=1, igy a, — 1.

2. eset Ha p > 1, ekkor y/p > 1, y/p =1+ h,, hy > 0.
igy p = (1+ h,)", és a Bernoulli egyenlétlenséggel:

p—1
n

p=14+hy)">1+n-h, = h, =

Most is y/p — 1.



Szamsorozat, 5. példa, folytatas
3. eset p< 1, a,= /p.
1 , s .
Ekkor — > 1, tehat a 2. esetnél leirtak miatt
p

= —1
p

' 1 1
Mivel \”/7: —, ezért /p — 1.
p /P VP



Hatarérték

Definici6. Az (a,) sorozat KONVERGENS és HATARERTEKE A, ha
Ve > 0-hoz AN = N(e) (kiiszobindex) melyre
Vn>N = |a,—Al<e.
Jelolés: lim a, = A.
n—o0
Kovetkezmény. Ha a sorozat hatdrértéke A, akkor Ve > 0-ra

— (A—¢e, A+ ¢)-n kiviil csak véges sok elem van.

— (A—¢, A+ ¢)-n belul végtelen sok elem van.



Egyértelm(?

Ha lim a, = A akkor (A — ¢, A+ ¢)-n kiviil véges sok tag van.
n—oo

Allitas. Ha egy sorozat konvergens, akkor a hatdrérték egyértelmdi.

Bizonyitds. Indirekt. Tfh 9A < B, mint a definiciéban.

Valasszuk meg az e-t gy, hogy ¢ < legyen.

74__% A_Z g“f Dﬁ“g
A B

Fejezzik be.




Divergens szamsorozat
Definicié. Ha (a,) nem konvergens, akkor DIVERGENS
Tobbféle divergencia van.
1. tipusd divergencia. (ap) +0o-HEZ TART (divergal!), ha
VK € R-hez 3N = N(K) kiiszobindex, hogy
Vn>N = a,>K
Formalis jelolés: lim a, = +oc.
n—00

"(ap) minden hataron til nd" .



(an) —0o-HEZ TART (divergdl), ha VK-hoz 3N kiisz6bindex,
Yvn>N — a,<K
Jele lim a, = —.
n—o0

2. tipust divergencia. (a,) elemei TOBB PONT KORUL
TORLODNAK.

Példdul a, = (—1)". A sorozat elemei: —1; 1; —1; 1; —1; 1;....

Nyilvdn nem konvergens.

3. tipusu divergencia. Barmi mas.



Szdmsorozat hatarérték. Altalanos definicid.

Definicié. lim a, = A, ha A-nak YU kornyezetéhez IN = N(U)

n—oo
kiiszobindex, melyre

Yvn>N — a,cU.

Ez a definicié alkalmazhaté A € R vagy A = 00 esetén is.

Véges A mellett egy kornyezet U = (A —¢,A+¢),
igy apacel = J|a,—Al<e

A = 400 kornyezetei mi lehet?



Ha A = 400 akkor ennek a kérnyezetei: U = (K, 00).
Ekkor a, ¢ U <— a,> K.
Megjegyzés. Konvergens sorozathdl akdrhdny elemet elhagyunk, az

konvergens marad,

és ugyanahhoz a szdmhoz fog tartani, mint az eredeti.
Példa. llyen sorozat lehet b, = ay,

vagy b, = an+100-



Konvergencia és korlatossag

Allitas. Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.

Bizonyitas. Tfh. (a,) konvergens, lim a, = A.
n—o0

Ekkor £ = 1-hez is AN, hogy ha

n>N = J|a,—Al<l, = A-1l<a,<A+1L

Legyenek m := min{a,: n < N} és M := max{a, : n< N},
tovdbbd k := min{m, A — 1}, K = max{M, A+ 1}.

—VnelN: k<a,<K.



Allitas. Ha (a,) konvergens, akkor korlatos.

Forditva?

Példaul az a, = (—1)" sorozat korlatos, de nem konvergens.

konvergencia = korlatossag

korlatossdg % konvergencia

1. Allitas. Ha (a,)  és feliilré] korlatos, akkor konvergens.

2. Allitas. Ha (a,) \, és alulrdl korlatos, akkor konvergens.

Bizonyitds. 1. <— 2.



1. részt latjuk be. Tfth (a,)  és feliilrdl korlatos

Legyen H ={a, : ne IN}.

H # (0 feliilrél korlatos, = Jsup(H) =: A.
= Ve > 0-ra A — ¢ nem felsé korlat.

= létezik H-ban ayy > A —¢.
Monotonitds = a, = ay han> N

ezért a, > A —¢.

Mivel a, < A = sup(H) Vn-re:

A—c<a, S A<A+c¢ ha n> N.




FONTOS példa. a, = (1 + %)

1 )n+1

1
Gyakorlatokon lesz: (1 + —)" 1
yakorlatokon lesz: ( +n) <( +n+1

I

1
és hogy (1+ —)" <4 Vne IN.
n

1 n
dn = <1+n>

monoton nové és feliilrdl korldtos. = (a,) konvergens.

Ez azt jelenti, hogy

Definicié. Az e - EULER-FELE SZAM:

1
e:= lim (1+=)", e~ 2,718281...

n—00 n



A hatdarérték alaptulajdonsdgai

Allitas. Tfh (a,) és (b,) konvergens, Ii_>m an = A, Ii_>m b, = B.

1. Vc € R esetén lim ca, = cA.

n—o0

2. (ap+ bp) is konvergens, és lim (a, + b,) = A+ B.
n—oo

3. (anbn) is konvergens, és lim (a,b,) = AB.

n—oo



Bizonyitds. " lim ca, = ¢ lim a,"
n—o0 n—00

Legyen € > 0 tetszdleges.

Vajon |ca, — cA| <e Vn> N?

Ha ¢ = 0, akkor trividlis. /.

Tfh ¢ # 0. Akkor ﬁ—hoz IN, melyre
C
g
lan — Al < T Vn> N.

Ezért ha n > N:

|can — cA| = |c| |an — A] < |c]|

o
<l

E.



Bizonyitas. " lim (a, + b,) = lim a, + lim b,"

n—o00 n—:o00 n—oo

Ve > 0-hoz 3Ny, hogy
€
lan — Al < 5 Vn > Nj.

Tovabba 3N, hogy

I
<C
S

v
&

5
b, — B
b~ Bl <
Legyen N := max(Ny, Ny).

Ha n > N, akkor

9 9
\a,,+bn—(A+B)\gya,,—A|+|b,,—By<§+§:a



A hatarérték alaptulajdonsagai, folytatas

Tth (an) és (b,) konvergens, lim a, = A, lim b, = B.
n—o0

n—oo

4. Ekkor lim |a,| = |A|.
n—oo

11
5. Tfh. A#0és a #0. Ekkor lim — = 7.

n—o00 a,

. b B
5% Az el8z8 feltételekkel lim - = —.
n—o00 ap A

5.-ben feltétel enyhités?



lim a,|"

Bizonyitds. " lim |a,| =
n—00

n—o00

A haromszog-egyenlGtlenség alapjan

an] — |AI] < |an — AL
Legyen € > 0 tetszbleges.
Ekkor van olyan N, hogy minden n > N esetén

lan — Al < &,

és emiatt
llan| — Al <e.



Rész-sorozatok

Definicié. INDEX-SOROZAT: k +  ny hozzadrendelés.

Vk e IN — ngindex: np < np < ...<ng<ngy1 <...

Definicié. Adott (a,) sorozat. A RESZ-SOROZAT elemei

anl 9 an2 9 an3 9

Példa. (azp) rész-sorozat elemei: ap, as, ae,



Bolzano-Weierstrass tétel.

Tétel. Minden korldtos (a,) sorozatnak van konvergens

részsorozata.

Példa. a, = (—1)". Korldtos. De NEM KONVERGENS.

Részsorozat, ami konvergens?



Lemma a bizonyitdshoz

Lemma. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
Bizonyitas. Az a, elem csUCS, ha
an > am VYm > n, azaz...

1. eset. Végtelen sok cslics van, ezek indexei
m<n<n<...
= (an,) \/. részsorozat monoton fogyé.

2. eset. Véges sok cslics van. Az utolsé cstics indexe n.

(Ha nincs cstics, akkor n=20.)
m:=n+1. = ap nem csics, = 3ny > ny, an, > an,.
Stb. a,, nem cslics, ezért Jap,,, melyre n3 > ny és ap, > ap,.

= J(an,)



Bolzano-Weierstrass tétel. Bizonyitds

Tétel. Minden korldtos (a,) sorozatnak van konvergens

részsorozata.

Bizonyitas.
1. A Lemma szerint 3(a,, ) monoton részsorozat.
2. (ap,) részsorozat is korlatos.

3. (an,) monoton és korldtos = konvergens.
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