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1. Példa. (ism.) an =
1

n
. A sorozat elemei: 1,

1

2
,

1

3
, . . .

Ha ε > 0 tetszőleges, akkor ∃N küszöbindex: aN ∈ (−ε, ε).

Sőt ∀n > N-re an ∈ (−ε, ε), tehát an → 0.

2. Példa. (ism.) an =
(−1)n+1

n
, a sorozat 1, −1

2
,

1

3
, −1

4
,

1

5
. . .

Ekkor is an → 0. Oszcillálva közeĺıt 0-hoz.



3.Példa.

an =


1

2n
ha n = 2k

1

n
ha n = 2k + 1

.

A sorozat elemei

a1 = 1; a2 =
1

4
; a3 =

1

3
; a4 =

1

8
; a5 =

1

5
; . . .

Most is igaz, hogy an → 0

4.Példa.

an =
n

n + 1
= 1− 1

n + 1
.

Ekkor an − 1 tart a 0-hoz. Így an → 1.



Számsorozat, 5. példa

p > 0 tetszőleges. Legyen an = n
√
p. Ha pl p = 2 akkor:

a1 = 2, a2 =
√

2, a3 =
3
√

2, . . . Rajz!

1. eset Ha p = 1, ekkor a1 = a2 = a3 = . . . = 1, ı́gy an → 1.

2. eset Ha p > 1, ekkor n
√
p > 1, n

√
p = 1 + hn, hn > 0.

Így p = (1 + hn)n, és a Bernoulli egyenlőtlenséggel:

p = (1 + hn)n≥ 1 + n · hn =⇒ hn 5
p − 1

n
→ 0.

Most is n
√
p → 1.



Számsorozat, 5. példa, folytatás

3. eset p < 1, an = n
√
p.

Ekkor
1

p
> 1, tehát a 2. esetnél léırtak miatt

n

√
1

p
→ 1

.

Mivel n

√
1

p
=

1
n
√
p
, ezért n

√
p → 1.



Határérték

Defińıció. Az (an) sorozat konvergens és határértéke A, ha

∀ε > 0-hoz ∃N = N(ε) (küszöbindex) melyre

∀n > N =⇒ |an − A| < ε.

Jelölés: lim
n→∞

an = A.

Következmény. Ha a sorozat határértéke A, akkor ∀ε > 0-ra

– (A− ε,A + ε)-n ḱıvül csak véges sok elem van.

– (A− ε,A + ε)-n belül végtelen sok elem van.



Egyértelmű?

Ha lim
n→∞

an = A akkor (A− ε,A + ε)-n ḱıvül véges sok tag van.

Álĺıtás. Ha egy sorozat konvergens, akkor a határérték egyértelmű.

Bizonýıtás. Indirekt. Tfh ∃A < B, mint a defińıcióban.

Válasszuk meg az ε-t úgy, hogy ε <
B − A

2
legyen.

Fejezzük be.



Divergens számsorozat

Defińıció. Ha (an) nem konvergens, akkor divergens

Többféle divergencia van.

1. t́ıpusú divergencia. (an) +∞-hez tart (divergál!), ha

∀K ∈ IR-hez ∃N = N(K ) küszöbindex, hogy

∀n > N =⇒ an > K

Formális jelölés: lim
n→∞

an = +∞.

”(an) minden határon túl nő”.

Példa?



(an) −∞-hez tart (divergál), ha ∀K -hoz ∃N küszöbindex,

∀n > N =⇒ an < K

Jele lim
n→∞

an = −∞.

2. t́ıpusú divergencia. (an) elemei több pont körül

torlódnak.

Például an = (−1)n. A sorozat elemei: −1; 1; −1; 1; −1; 1; . . . .

Nyilván nem konvergens.

3. t́ıpusú divergencia. Bármi más.



Számsorozat határérték. Általános defińıció.

Defińıció. lim
n→∞

an = A, ha A-nak ∀U környezetéhez ∃N = N(U)

küszöbindex, melyre

∀n > N =⇒ an ∈ U.

Ez a defińıció alkalmazható A ∈ IR vagy A = ±∞ esetén is.

Véges A mellett egy környezet U = (A− ε,A + ε),

ı́gy an ∈ U ⇐⇒ |an − A| < ε.

A = ±∞ környezetei mi lehet?



Válasz.

Ha A = +∞ akkor ennek a környezetei: U = (K ,∞).

Ekkor an ∈ U ⇐⇒ an > K .

Megjegyzés. Konvergens sorozatból akárhány elemet elhagyunk, az

konvergens marad,

és ugyanahhoz a számhoz fog tartani, mint az eredeti.

Példa. Ilyen sorozat lehet bn = a2n

vagy bn = an+100.



Konvergencia és korlátosság

Álĺıtás. Ha (an) konvergens, akkor korlátos.

Bizonýıtás. Tfh. (an) konvergens, lim
n→∞

an = A.

Ekkor ε = 1-hez is ∃N, hogy ha

n > N =⇒ |an − A| < 1, =⇒ A− 1 < an < A + 1.

Legyenek m := min{an : n < N} és M := max{an : n < N},

továbbá k := min{m,A− 1}, K = max{M,A + 1}.

=⇒ ∀n ∈ IN : k 5 an 5 K .



Álĺıtás. Ha (an) konvergens, akkor korlátos.

Ford́ıtva?

Például az an = (−1)n sorozat korlátos, de nem konvergens.

konvergencia V korlátosság

korlátosság 6V konvergencia

1. Álĺıtás. Ha (an) ↗ és felülről korlátos, akkor konvergens.

2. Álĺıtás. Ha (an) ↘ és alulról korlátos, akkor konvergens.

Bizonýıtás. 1. ⇐⇒ 2.



1. részt látjuk be. Tfh (an) ↗ és felülről korlátos

Legyen H = {an : n ∈ IN}.

H 6= ∅ felülről korlátos, =⇒ ∃ sup(H) =: A.

=⇒ ∀ε > 0-ra A− ε nem felső korlát.

=⇒ létezik H-ban aN > A− ε.

Monotonitás =⇒ an = aN ha n > N

ezért an > A− ε.

Mivel an 5 A = sup(H) ∀n-re:

A− ε < an 5 A < A + ε ha n > N.



FONTOS példa. an =

(
1 +

1

n

)n

Mit várunk? Tipp?

Gyakorlatokon lesz: (1 +
1

n
)n < (1 +

1

n + 1
)n+1,

és hogy (1 +
1

n
)n < 4 ∀n ∈ IN.

Ez azt jelenti, hogy

an =

(
1 +

1

n

)n

monoton növő és felülről korlátos. =⇒ (an) konvergens.

Defińıció. Az e - Euler-féle szám:

e := lim
n→∞

(1 +
1

n
)n, e ≈ 2, 718281...



A határérték alaptulajdonságai

Álĺıtás. Tfh (an) és (bn) konvergens, lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B.

1. ∀c ∈ IR esetén lim
n→∞

can = cA.

2. (an + bn) is konvergens, és lim
n→∞

(an + bn) = A + B.

3. (anbn) is konvergens, és lim
n→∞

(anbn) = AB.



Bizonýıtás. ” lim
n→∞

can = c lim
n→∞

an”

Legyen ε > 0 tetszőleges.

Vajon |can − cA| < ε ∀n ≥ N?

Ha c = 0, akkor triviális.
√

.

Tfh c 6= 0. Akkor
ε

|c|
-hoz ∃N, melyre

|an − A| < ε

|c |
∀n > N.

Ezért ha n > N:

|can − cA| = |c | |an − A| < |c | ε
|c |

= ε.



Bizonýıtás. ” lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn”

∀ε > 0-hoz ∃N1, hogy

|an − A| < ε

2
∀n ≥ N1.

Továbbá ∃N2, hogy

|bn − B| < ε

2
∀n ≥ N2.

Legyen N := max(N1,N2).

Ha n ≥ N, akkor

|an + bn − (A + B)| ≤ |an − A|+ |bn − B| < ε

2
+

ε

2
= ε.



A határérték alaptulajdonságai, folytatás

Tfh (an) és (bn) konvergens, lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B.

4. Ekkor lim
n→∞

|an| = |A|.

5. Tfh. A 6= 0 és an 6= 0. Ekkor lim
n→∞

1

an
=

1

A
.

5∗. Az előző feltételekkel lim
n→∞

bn
an

=
B

A
.

5.-ben feltétel enyh́ıtés?



Bizonýıtás. ” lim
n→∞
|an| =

∣∣∣ lim
n→∞

an

∣∣∣ ”

A háromszög-egyenlőtlenség alapján

||an| − |A|| ≤ |an − A|.

Legyen ε > 0 tetszőleges.

Ekkor van olyan N, hogy minden n ≥ N esetén

|an − A| < ε,

és emiatt

||an| − |A|| ≤ ε.
√



Rész-sorozatok

Defińıció. index-sorozat: k 7→ nk hozzárendelés.

∀k ∈ IN −→ nk index: n1 < n2 < . . . < nk < nk+1 < . . .

Defińıció. Adott (an) sorozat. A rész-sorozat elemei

an1 , an2 , an3 , . . .

Példa. (a2n) rész-sorozat elemei: a2, a4, a6, . . .



Bolzano-Weierstrass tétel.

Tétel. Minden korlátos (an) sorozatnak van konvergens

részsorozata.

Példa. an = (−1)n. Korlátos. De nem konvergens.

Részsorozat, ami konvergens?



Lemma a bizonýıtáshoz

Lemma. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonýıtás. Az an elem csúcs, ha

an ≥ am ∀m > n, azaz...

1. eset. Végtelen sok csúcs van, ezek indexei

n1 < n2 < n3 < . . ..

=⇒ (ank )↘
√

. részsorozat monoton (?) fogyó.

2. eset. Véges sok csúcs van. Az utolsó csúcs indexe n.

(Ha nincs csúcs, akkor (?) n = 0.)

n1 := n + 1. =⇒ an1 nem csúcs, =⇒ ∃n2 > n1, an2 > an1 .

Stb. an2 nem csúcs, ezért ∃an3 , melyre n3 > n2 és an3 > an2 .

=⇒ ∃(ank )↗.



Bolzano-Weierstrass tétel. Bizonýıtás

Tétel. Minden korlátos (an) sorozatnak van konvergens

részsorozata.

Bizonýıtás.

1. A Lemma szerint ∃(ank ) monoton részsorozat.

2. (ank ) részsorozat is korlátos.

3. (ank ) monoton és korlátos =⇒ konvergens.
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