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Függvénysor összeg-függvényének
tulajdonságai.
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Függvénysor összege

Defińıció. Adottak az fn : D → IR függvények. A (
∑

fn)

függvénysor összege (pontonként) f : D → IR, ha

∀x ∈ D :
∞∑
n=1

fn(x) = f (x). sok-sok számsor.

A (
∑

fn) függvénysor egyenletesen konvergens és összege

f , ha

∀ε > 0-hoz ∃N = N(ε) melyre∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)− f (x)

∣∣∣∣∣ < ε, ∀n > N ∀x ∈ D.
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Példák

1. Példa. Láttuk, hogy
∞∑
n=0

xn egyenletesen konvergens [0, q]-ban,

ahol 0 < q < 1. (Weierstrass kritérium alapján.)

2. Példa. Legyen a [0, 1]-beli racionális számok felsorolása:

rn, n = 1, 2, . . . .

Definiáljuk az alábbi függvényeket:

fn : [0, 1]→ IR, fn(x) =

{
1, ha x = rn

0 ha x 6= rn

Ekkor
∞∑
n=1

fn(x) = f (x), ahol f (x) a Dirichlet függvény.

Egyenletes-e a konvergencia?
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Az összegfüggvény folytonossága

Tétel. Tfh az fn : D → IR függvények folytonosak.

Tfh.
∞∑
n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen konvergens D-ben.

Ekkor f : D → IR is folytonos.

1. Példa. (folyt.) Láttuk, hogy
∞∑
n=0

xn egyenletesen konvergens

[0, q]-ban, ahol 0 < q < 1. Ennek összege f (x) =
1

1− x
, valóban

folytonos [0, q]-ban.
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Az összegfüggvény integrálhatósága

Tétel. Adottak az fn : D → IR és f : D → IR függvények.

Legyen [α, β] ⊂ D, és tegyük fel, hogy fn ∈ R[α, β]

Tfh.
∞∑
n=1

fn(x) = f (x), egyenletes konvergenciával.

Ekkor az összegfüggvény is f ∈ R[α, β], és∫ β

α
f (x)dx =

∞∑
n=1

∫ β

α
fn(x)dx , ”

∫ β

α

∞∑
n=1

· · · =
∞∑
n=1

∫ β

α
. . . ”.

Fontos az egyenletes konvergencia!
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2. Példa. (folytatás)

A függvénysor tagjait ı́gy definiáltuk:

fn : [0, 1]→ IR, fn(x) =

{
1, ha x = rn

0 ha x 6= rn
,

ahol Q ∩ [0, 1] = {rn, n ∈ IN}.

Ekkor fn ∈ R[0, 1]. Miért?

De f (x) =
∞∑
n=1

fn(x) a Dirichlet függvény, ami f 6∈ R[0, 1].

A függvénysor konvergenciája nem egyenletes.
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Deriválhatóság

Tétel.

Tfh.
∞∑
n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen konvergens D-ben.

Tfh. az fn : D → IR függvények differenciálhatóak. Tfh. a

deriváltakból álló függvénysor is egyenletesen konvergens, összege
∞∑
n=1

f ′n(x) = g(x)

és g(x) folytonos. Ekkor g(x) = f ′(x).

Ekkor az összeadás és deriválás felcserélhetők:

d

dx

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

d

dx
fn(x).
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Függvénysor összege.

Alkalmazás: Taylor sor
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Taylor polinom. Ismétlés.

Defińıció. Tfh f az x0 pont környezetében n-szer diffható.

Az f függvény x0-hoz tartozó n-ed rendű Taylor polinomja:

Tn(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x − x0)n.

Kompakt jelöléssel:

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k
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f (x) = ln(1 + x), x0 = 0
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Taylor polinom, hibabacslés

Defińıció. A Lagrange-féle maradéktag:

Ln(x) := f (x)− Tn(x)

Tétel.

Tfh. f (n + 1)-szer differenciálható x0 egy U környezetében.

Ekkor ∀x ∈ U esetén ∃ξ ∈ (x , x0) (vagy ξ ∈ (x0, x)), melyre:

Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1.
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Közeĺıtés.

Ha f n-szer differenciálható x0 ∈ intDf -ben, akkor

f (x) ≈ Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k ,

Taylor polinommal közeĺıthető. Vajon n→∞?

Példa. f (x) = ex , x0 = 0. Mivel f (n)(x) = ex , ezért f (n)(0) = 1.

Az n-ed rendű Taylor polinom az x0 = 0 körül:

Tn(x) = 1 + x +
x2

2!
+ . . .

xn

n!
.

Pl. az U = (−1, 1) környezetben

|ex − Tn(x)| =

∣∣∣∣∣ f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
xn+1

∣∣∣∣∣ ≤ 3

(n + 1)!
→ 0
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Következmény

Hasonló gondolatmenettel igazolható, hogy ∀x ∈ IR esetén

ex = lim
n→∞

(
1 + x +

x2

2!
+ . . .

xn

n!

)
=
∞∑
k=0

xk

k!
.

Így az f (x) = ex függvényt előálĺıtottuk függvénysor összegeként.

Álĺıtás. A fenti függvénysor minden [a, b] intervallumon

egyenletesen konvergens.

” lim
n→∞

Taylor polinom” = Taylor sor.
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Függvény előálĺıtása Taylor sorának seǵıtségével

Adott f függvény, mely x0 ∈ intDf -ben végtelen sokszor diffható.

Defińıció. Az f függvény x0 pont körüli Taylor sora:

T (x) :=
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
· (x − x0)n

Megjegyzés. A Taylor sor pontos jelölése T (x0, x) lenne.

Az egyszerűség kedvéért az első argumentumot elhagyjuk.

x0 = 0 esetén szokás a Taylor sor helyett McLaurent sorról beszélni.
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Taylor sor konvergenciája

f (x) ⇐⇒ T (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
· (x − x0)n

Kérdések:

1. Milyen feltétellel igaz, hogy a Taylor sor összege f ?

2. Legyen x0 ∈ IR rögźıtett. Mit tudunk mondani az

{x : f (x) = T (x)} halmazról?
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Példa

Legyen

f (x) =


e−

1
x2 ha x 6= 0

0 ha x = 0

Legyen x0 := 0. Könnyen igazolható, hogy itt f folytonos.

Számoljuk ki a deriváltját:

f ′(0) = lim
h→0

f (h)− f (0)

h
= lim

h→0+

e−
1
h2

h
= lim

x→∞
x · e−x2= 0.

Belátható hasonló módon, hogy f (n)(0) = 0 minden n-re.

Ekkor T (x) ≡ 0.

Csak egyetlen pontban, x0 = 0, álĺıtja elő a függvényt Taylor sora.
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Taylor sor konvergenciája

Álĺıtás.

f : (x0 − ρ, x0 + ρ)→ IR végtelen sokszor differenciálható.

Tegyük fel, hogy az f (k) deriváltak egyenletesen korlátosak:

|f (k)(x)| ≤ K ∀x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ) ∀k = 0, 1, 2, . . .

Ekkor f (x) = T (x) teljesül ∀x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ) esetén
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Bizonýıtás.

Legyen x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ) tetszőleges.

A Taylor sor T (x) = lim
n→∞

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k , ezért

f (x)− T (x) = lim
n→∞

(
f (x)−

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k

)
.

A Lagrange féle maradéktag:

f (x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1

A feltétel szerint |f (n+1)(ξ)| < K , ı́gy

|f (x)− T (x)| ≤ lim
n→∞

K
ρn+1

(n + 1)!
= 0.
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Példák

1. Exponenciális függvény. Az f (x) = ex függvény Taylor sora:

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x0 = 0.

2. Logaritmus függvény f (x) = ln(x) Taylor sora x0 = 1 körül:

T (x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(x − 1)n.

Bizonýıtás. f ′(x) =
1

x
, f ′′(x) = − 1

x2
. . . , teljes indukcióval

f (n)(x) = (−1)n−1(n − 1)!
1

xn
=⇒ f (n)(1) = (−1)n−1(n − 1)!

Megjegyzés. T (x) = ln(x) ha x ∈ (0, 2). (Ld. Anal2.)
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3. Sinus függvény f (x) = sin(x) Taylor sora x0 = 0 körül:

T (x) = x − x3

3!
+

x5

5!
− . . .

Bizonýıtás. A deriváltak:

sin(k)(0) =


1 ha k = 4n + 1

− 1 ha k = 4n + 3

0 ha k = 2n

.

A deriváltak egyenletesen korlátosak:

| sin(k)(x)| ≤ 1 k = 1, 2, . . . x ∈ IR,

ezért sin(x) = x − x3

3!
+

x5

5!
− . . . minden x ∈ IR
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4. Cosinus függvény Az f (x) = cos(x) Taylor sora x0 = 0 körül:

T (x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . x ∈ IR.

A deriváltak itt is egyenletesen korlátosak:

| cos(k)(x)| ≤ 1 k = 1, 2, . . . x ∈ IR.

ezért cos(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . minden x ∈ IR.

Zárt alakban a trigonometrikus függvények:

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
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Trigonometrikus- és exponenciális függvény

ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . , x ∈ IR

Írjunk most x helyébe ix-t.

e ix = 1 + ix +
(ix)2

2
+

(ix)3

3!
+

(ix)4

4!
+ . . . .

e ix = 1 + ix +
(ix)2

2
+

(ix)3

3!
+

(ix)4

4!
+

(ix)5

5!
+ . . .

Felhasználjuk, hogy i2 = −1, i3 = −i , i4 = 1, stb. Ezért

e ix =

(
1− x2

2
+

x4

4!
− . . .

)
+ i

(
x − x3

3!
+

x5

5!
− . . .

)
Rakjuk össze mindezt:

e ix = cos(x) + i sin(x) =⇒ e iπ = −1.
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