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Flggvénysor osszeg-fuggvényének
tulajdonsdgai.
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Fluggvénysor osszege

Definicié. Adottak az f, : D — IR fliggvények. A (3_ f,)

FUGGVENYSOR OSSZEGE (pontonként) f : D — IR, ha

VxeD: Z fo(x) = f(x). sok-sok szamsor.
n=1

A (Z f,) fliggvénysor EGYENLETESEN KONVERGENS és Osszege
f, ha

Ve > 0-hoz N = N(g) melyre

< e, Yn> N VxeD.

> filx) = £(x)
k=1
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Példak

o

1. Példa. Lattuk, hogy Zx” egyenletesen konvergens [0, g]-ban,
n=0

ahol 0 < g < 1. (Weierstrass kritérium alapjan.)

2. Példa. Legyen a [0, 1]-beli raciondlis szamok felsorolasa:
rh, n=12....

Definidljuk az alabbi fliggvényeket:

1. ha x=r,
[0, >R, f(x)=4 o X7
0 ha x#n,

Ekkor Z fa(x) = f(x), ahol f(x) a Dirichlet fiiggvény.
n=1

Egyenletes-e a konvergencia?
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Az osszegfuggvény folytonossiga

Tétel. Tth az f, : D — R fliggvények folytonosak.
Tth. Z fa(x) = f(x) egyenletesen konvergens D-ben.
n=1

Ekkor f : D — IR is folytonos.

[e.e]
1. Példa. (folyt.) Lattuk, hogy Zx" egyenletesen konvergens
n=0

1
[0, g]-ban, ahol 0 < g < 1. Ennek Osszege f(x) = ]

, valéban

folytonos [0, g]-ban.
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Az osszegfuggvény integralhatdésdga

Tétel. Adottak az f,: D — R és f : D — R fliggvények.

Legyen [a, f] C D, és tegyiik fel, hogy f, € R[a, f]

Tth. Z fa(x) = f(x), egyenletes konvergenciaval.
n=1

Ekkor az 6sszegfliggvény is f € R[«, 3], és

[e.e] o0

/jf(x)dx: i/jfn(x)dx, /aﬁ;zz_;/j

n=1

Fontos az egyenletes konvergencia!
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2. Példa. (folytatds)

A fliggvénysor tagjait igy definialtuk:

1, ha x=rn,

fn[0,1] = R, f(x)= ,
0 ha x#rn,

ahol QN [0,1] = {r,, ne€ IN}.

Ekkor f, € R[0, 1].

De f(x Z f,(x) a Dirichlet fiiggvény, ami f & R[0,1].

A fuggvenysor konvergencidja nem egyenletes.

25



Derivalhatésag
Tétel.
Tth. Z fa(x x) egyenletesen konvergens D-ben.

Tfh. az f, : D — R fliggvények differencidlhatéak. Tfh. a

derivaltakbdl all6 fliggvénysor is egyenletesen konvergens, Osszege

2(x) = g(x)

n=1
és g(x) folytonos. Ekkor g(x) = f'(x).

o0

Ekkor az 0sszeaddas és derivdlas felcserélheték:

d & = d
g 2 = 2 gl



Flggvénysor oOsszege.

Alkalmazas: Taylor sor
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Taylor polinom. Ismétlés.

Definicié. Tfh f az xp pont kornyezetében n-szer diffhatd.

Az f fliggvény xop-hoz tartozd n-ed rendii Taylor polinomja:

£(n)
Tol) = F30) + FG0)(x —30) + .o+ 0D (s
Kompakt jeloléssel:
T AR (x
o) = 32 T
=0
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f(x)=In(l+x), xo=0
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Taylor polinom, hibabacslés

Definicid. A LAGRANGE-FELE MARADEKTAG:

Ln(x) := f(x) — Th(x)

Tétel.

Tth. f (n+ 1)-szer differencidlhaté xo egy U kornyezetében.

Ekkor Vx € U esetén 3¢ € (x, x0) (vagy & € (xo, x)), melyre:

Fr i (g)

W(X _ Xo)"Jrl.

Lo(x) =
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Kozelités.

Ha f n-szer differencidlhaté xg € intDf-ben, akkor

n AR (x
Fx) ~ Tal) = 3 00 (o

k!
k=0

Taylor polinommal kozelitheté. Vajon n — oo?

Példa. f(x) = e*, xo = 0. Mivel f(")(x) = e, ezért f("(0) = 1.

Az n-ed rendli Taylor polinom az xp = 0 koriil:

2 n
X X

Pl. az U = (—1,1) kérnyezetben

f(n+1)(€) Xn+1
(n+1)!

<> o

€ = Tal)l = (n+1)!
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Kovetkezmény

Hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy Vx € IR esetén

x2 x" xk
X — i — _ = —_—
e —nhi11m<1+x+2!+...n!) kE_Ok!.

igy az f(x) = e* fuggvényt eléallitottuk fliggvénysor Osszegeként.

Allités. A fenti fiiggvénysor minden [a, b] intervallumon

egyenletesen konvergens.

" lim Taylor polinom” = Taylor sor.
n—o0
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sy 7

Fuggvény eldallitdsa Taylor soranak segitségével

Adott f fuggvény, mely xp € intDg-ben végtelen sokszor diffhaté.

Definicié. Az f fiiggvény xp pont korili TAYLOR SORA:

Megjegyzés. A Taylor sor pontos jeldlése T (xp, x) lenne.
Az egyszeriiség kedvéért az elsé argumentumot elhagyjuk.

Xxp = 0 esetén szokds a Taylor sor helyett McLaurent sorrél beszélni.
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Taylor sor konvergenciaja

% c(n)(
) = T =3 0 gy

|
—~ n
Kérdések:
1. Milyen feltétellel igaz, hogy a Taylor sor 0sszege f7?

2. Legyen xp € R rogzitett. Mit tudunk mondani az

{x: f(x) = T(x)} halmazrél?
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Példa

Legyen
e 2 hax#0

0 hax=20
Legyen xg := 0. Konnyen igazolhatd, hogy itt f folytonos.

Szamoljuk ki a derivaltjat:

1
. f(h)—1(0) . e n _ e
/ _ _ _ X
f'(0) = l|7|m0 = h||m0+ = Xllm x-e " =0.

Belathaté hasonlé médon, hogy (") (0) = 0 minden n-re.

Ekkor T(x) =0.

Csak egyetlen pontban, xg = 0, éllitja el6 a fliggvényt Taylor sora.
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Taylor sor konvergenciaja

Allités.

f:(xo— p,x0+ p) = R végtelen sokszor differencidlhaté.

Tegyiik fel, hogy az f(K) derivéltak egyenletesen korlitosak:
FROX) <K  Yxeo—pxo+p) Vk=01,2,...

Ekkor f(x) = T(x) teljesil Vx € (xo — p, xo + p) esetén
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Bizonyitas.

Legyen x € (xo — p, xo + p) tetszéleges.

. " f(k)(XO) k .
A Taylor sor T(x) = nIl_)ﬁ;()Z 2 (x — x0)~, ezért

n—oo

" FR) (x
f(x)— T(x) = lim (f(x) —ka(!o)(x—xo)k>.

A Lagrange féle maradéktag:

~ () (x0) A ) 1
X)—kzo k' (X—XO) = W(X—XO)
A feltétel szerint |F("*1)(¢)| < K, gy
pn+1
1f(x) = T(x)| < lim K-—~—— =0.

n—o0 (n =+ 1)!
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Példak

1. Exponencidlis fiiggvény. Az f(x) = e fiiggvény Taylor sora:

1 1
Bizonyitas. f'(x) = =, f’(x) = —— ..., teljes indukciéval
X

X2
f(")(x):(—l)”_l(n—l)!% — 1) =(-1)"Hn-1)!

Megjegyzés. T(x) = In(x) ha x € (0,2). (Ld. Anal2.)
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3. Sinus fiiggvény f(x) = sin(x) Taylor sora xop = 0 koriil:

x> x°
T(X) = X — ? + a —
Bizonyitas. A derivaltak:
1 ha =4n+1
sinO0)=¢ —1 ha k=4n+3 .

0 ha k=2n

A derivaltak egyenletesen korlatosak:

Isin(x)[ <1  k=1,2,... xeR,

ezért sin(x) = x — — + — — ... minden x € R
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4. Cosinus fiiggvény Az f(x) = cos(x) Taylor sora xp = 0 koriil:

x> X

T(x)zl—g—kﬂ—... x € R.

A derivaltak itt is egyenletesen korldtosak:

|cosM(x)| < 1 k=1,2,... xeR.
x? Xt
ezért cos(x) =1 — o + TR minden x € R.

Zart alakban a trigonometrikus fuggvények:

. o] . X2n+1 i n X2n
sin(x) = ;O(—l) rEm cos(x) = ;(—1) (2n)!
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Trigonometrikus- és exponencidlis fuggvény

2 X3 X4

eX:1+x+X—+—+—+..., xR

2 31 4l
irjunk most x helyébe ix-t.

(x)? | (x)*  (ix)*

eX =1+ ix+ + + 4.,

2 3! 41

g )2 ()7 () (x)°
e S T TR

Felhasznaljuk, hogy i = —1, i = —i, i* = 1, stb. Ezért

ix 1 X2 X4 . X3 X5

Rakjuk o0ssze mindezt:

ix

eX = cos(x) +isin(x) = €™ =-1.
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