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Fuggvények sorozata
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Fluggvénysorozat

Fliggvénysorozat = fliggvényekbdl allé sorozat
Definicid.
Adottak az fi, fo, ..., fa,...: D — TR fiiggvények, kozos ET.

Ezek sorozatdt FUGGVENYSOROZATnak nevezziik. Jele (f,).

Példa. f,(x) = x", x € [0,1].
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Fluggvénysorozat hatarértéke

Definicié. Az (f,) fliggvénysorozat HATARERTEKE f : D — IR,

ha lim f,(x) = f(x) Vx €D

n—oo

A fenti definiciéban Vx € D-re az (f,(x)) szdmsorozat konvergens.
Ez a konvergencia pontonkénti konvergencia
1. Példa. f,(x) = x", x € [0, 1]. Ekkor

1 hax=1

X = i Fnlx) = £0) =

0 haxel0,1).



2. Példa

Legyen f,(x) = sin"(x), a kozos ET: 0 < x < .

A fliggvénysorozat hatdrértéke

1 hax=m/2
n||_>moosm (x) =
0 hax#mn/2
lgy
1 hax=m/2

lim f,(x) = f(x)

n—o0

0 hax#m/2
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Cauchy kritérium fluggvénysorozatra

Tétel. (Cauchy-kritérium)
Az (f,) fliggvénysorozat pontosan akkor konvergens, ha
Ve > 0-hoz és Vx € D-hez AN = N(e, x) kiiszobindex,

melyre Vn, m > N esetén

|fa(x) — fm(x)] < e.



Egyenletes konvergencia
Definicid.
Az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f-hez,

ha Ve > 0-hoz IN = N(¢) kiiszébindex, hogy ¥n > N-re

fa(x) = f(x)| <&, VxeD

Y
- -fliz)+ &
S
I/ 14
/—/\‘. y~f(x)
St y-femr-e
yha) ]
Y r 13

F4

Itt az N kiiszobindex csak e-tdl fiigg, Vx esetén jo!
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Konvergenciak

Allitss.

Ha Az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f-hez
D-ben, akkor pontonként is konvergal.

Pontonkénti konvergencia / =  egyenletes konvergencia
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2. Példa folytatas

Legyen f,(x) = sin"(x), x € [0, 7].

y y y f u y
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 2

A fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.
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fo(x) = sin"(x)

1
L = —.
egyen € = o

Belatjuk, hogy VN-hez 3x € [0, 7), melyre sin™(x) >

N

1

1
Valdban, 0 < A\'/; <1, igy Ine(0,1):n> 4 5

, 1
igy ha sin(x) > 7, akkor sin"(x) > n" > 5
Ezért N nem jé kiiszobindex az € = E—hez.

£ = %—hez NINCS KUSZOBINDEX.
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Elégséges feltétel egyenletes konvergenciara

Tétel.
Adottak f,, f : D — R fuggvények.
Tegylik fel, hogy ILm fa(x) = f(x), pontonkénti hatdrérték.

Tegylik fel, hogy a fiiggvények korldtosak, és

Ifo(x) — F(x)| < 2, VYx€D

Ekkor lim a, = 0 esetén a fenti konvergencia egyenletes.
n—o00
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Példa

X

Legyen f,(x) = T

Konnyen lathaté, hogy Vx €

esetén.

A pontonkénti hatarérték f = 0.

x € R.

05

R os

04f
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X

flx) = 1+ x2n?

— 0

Vajon egyenletes-e a konvergencia?

Mivel Vf, paratlan, ezért elegend6 az x > 0 esetet vizsgalni.

Ekkor
0 < X _ 1 2nx
1+x2n2  2n 1+ x2n2’
2
A jobboldal masodik tényezjére T’)’;nz <1,
hiszen 2nx <14 x%n> <= 0<(1—-nx)?y/
1
Ezért0<7x <— =0

14+ x2n2 — 2n

A korlat x-tdl fliggetlen, ezért egyenletes a konvergencia.
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Flggvények végtelen sorai

16 /35



Fluggvénysor osszege, pontonként
Definicid.
Adottak az f, : D — R fiiggvények, kézos ET: D

A (3 fp) FUGGVENYSOR OSSZEGE f : D — R, ha Vx € D-re

Z fo(x) = f(x). Jelolés : Z fo="1
n=1 n=1

Definicié. (dtfogalmazva)
Az (f,) fliggvénysor konvergens és az Osszegfiiggvény f, ha
Vx € D esetén, Ve > 0-hoz IN = N(g, x) melyre

> filx) = f(x)
k=1

<&, VYn> N
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Cauchy-kritérium fuggvénysorokra

Tétel.
A (> f,) fiiggvénysor pontosan akkor konvergens pontonként, ha

Vx € D esetén Ve > 0-hoz IN = N(e, x), melyre

> filx)
k=m

< e. Yn>m>N
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Egyenletes konvergencia fliggvénysorokra

Definicid.

A fliggvénysor konvergencidja EGYENLETES,

ha a részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens,
azaz

Fa(x) == fi(x)
k=1

jeloléssel F,, — f egyenletesen.
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Egyenletes konvergencia fliggvénysorokra

Példa. Tekintsiik az alabbi végtelen sort

5 x? x?

e e T

X

A fuggvénysor n-dik tagja tehat
X2

fa(x) = W

Meg akarjuk hatarozni a fliggvénysor Osszegét:

o0

n=1 n=1

oo 2
PIOEDS o=
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Példa, folyt.

x? x?

1+ x? +(1+x2)

f(x) = x>+ 5+

x = 0 esetén az Osszegfiiggvény 7(0) = 0.

Ha x # 0, akkor x>-t kiemelve egy mértani sort kapunk, melynek

1 . .
hdnyadosa ——— < 1. Ezért a fuggvénysor Osszege
1+ x2

f(x):x2-<1+ 1 1 >:

1+x2  (1+x2)2

1 x2
2 _ _ 2
X = 1pe-r — L Hx%
1+x2 1+x2
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2 2
f(x) = x2 + — X
(x) = x +1+X2+(1+X2)2+

Tehat az osszegfliggvény

hax=0
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Az Sszegfiiggvénynek 0-ban (megsziintethetd) szakaddsa van.

A részletosszeg-fliggvények folytonosak, hiszen az 6sszeadanddk
folytonosak.

Mégis, az osszegfliggvénynek szakaddsa van.

Ennek oka abban rejlik, hogy nem egyenletes a konvergencia.
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Az egyenletes konvergencia elégséges feltétele

Tétel.

Adottak az f, : D — R fiiggvények, kézos ET.

o0
Tfh. a Z f, figgvénysor tagjai korlatosak, éspedig f, korlatja

n=1

|fa(x)| < an, Vx € D.

Tegyiik fel tovabba, hogy » _ a, < cc.

n=1

oo
Ekkor Z f, egyenletesen konvergens.

n=1
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Bizonyitas.

oo
A E anp < oo szamtani sor konvergens.

n=1

Ezért Ve > 0-hoz IN = N(g), melyre ¥n > m > N esetén

n
E a < €.
k=m

Ekkor

n

> flx)
k=m

A kuszobindex x-tél fliggetlen.

k=m

<Y RG> a<e, VxeD.
k=m
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Példa

Legyen f,(x) = x", |x| < g < 1, és q rogzitett.

[e.9]
Tekintsiik a Zx” fliggvénysort.
n=0

o0
Mivel [f,(x)| = [x"| < q", és Y q" < o,
n=0

o0
ezért ZX” egyenletesen konvergens [—gq, g]-ban.
n=0

Az Gsszegfiiggvény f(x) = 1 .
— X
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Flggvénysor osszeg-fuggvényének
tulajdonsagai
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Folytonossag

Tétel.

Tegylik fel, hogy az f, : D — R fuggvények folytonosak.

o0
Tth. Z fo(x) = f(x) egyenletesen konvergens D-ben.
n=1

Ekkor f : D — IR is folytonos.
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Bizonyitas.

Legyen xg € D tetszbleges. Itt f folytonos?

Bontsuk fel a végtelen Osszeget két részre.

= fi(x) + Ry = Fa(x) + Ra(x)
k=1

Legyen € > 0 tetszlleges.

Az egyenletes konvergencia miatt 3N = N(g), melyre ¥n > N:

ka Ri(x)| <7,  WxeD.

Ezért
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Ujra: £(x) = Fa(x) + Ra(x) = Y _ fu(x) + R
k=1

F,, véges sok folytonos fliggvény oOsszege, ezért folytonos.

Ezért a fenti € > 0-hoz 3§ > 0, hogy
Vix = x| <9 = |Fa(x)— Fa(x0)| < g.
igy ha |x — xo| < &, akkor
[£(x) = F(x0)| < [Fa(x) = Fa(x0)| + [Ra(x) = Ra(x0)| <,

tehat f folytonos xp-ban.
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Integralhatdsag

Tétel.

Adottak az f, : D — R és f : D — R fiiggvények.

Tth. Z fa(x) = f(x), és a konvergencia egyenletes.
n=1

Legyen [a, 8] C D, és tegyiik fel, hogy f, € R|a, ]

Ekkor az osszegfliggvény is integralhaté [ay, 8]-n, és

/j F(x)dx = i /j £ (x)dx.

=1
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Integralhatdsag
A tétel azt mondja ki, hogy az adott feltételek esetén

/j ( °:° f,,(x)> dx = i::/jfn(x)dx.

A tételt nem bizonyitjuk.
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Derivalhatésag

Tétel.

o0
Tth. Z fa(x) = f(x) egyenletesen konvergens D-ben.
n=1

Tfh. az f, : D — R fuggvények differencidlhatéak
Tth. a derivaltakbdl all6 fuggvénysor is egyenletesen konvergens,

osszege

D falx) =g(x)

n=1

és g(x) folytonos.

Ekkor g(x) = f'(x).

34 /35



Derivalhatésag

Fontos feltétel a differencidlhatésagnal, hogy

— a derivaltakbdl allé fiiggvénysor is egyenletesen konvergens.

Ekkor az 0sszeadas és derivalas felcserélhetdk:

A tételt nem bizonyitjuk.
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