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Szeparabilis differencidlegyenlet. Ismétlés.

Elsérendli DE §ltaldnos alakja: y' = f(x,y).

Szepardbilis = szétvéalaszthaté véltozdju

fx,y)=——= Bly) #0

Ekkor a differencidlegyenlet ilyen alakd. y' = —’

Formalis megoldds: " 5(y)dy = a(x)dx."

"Kiintegralva” mar van értelme

//J’(y)dy = /a(X)dX-
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Egy példa

X
=== y#0
y
Formdlis dtszorzassal " ydy = —xdx"
2 2
Integrélassal: y? S X? +C, CeR

Az 3ltaldnos megoldas x? + y? = c.
- Ha y > 0, akkor y(x) = vc — x?
- Ha y <0, akkor y(x) = —v¢c — x?

Tehat csak ¢ > 0 esetén kapunk nem trividlis megoldast. Az ET is

fontos!



Szeparabilis differencidlegyenlet. Alternativ alak.

Szeparabilis DE szorzat alakban:

Tth Iy, melyre g(yo) =0

= y(x) = yo megoldés. Szinguldris mo.

Példa. y' = x(y — 1).

Elsé mo: yp(x) = 1. Ha y # 0, akkor "szokdsos” mddon:

1 x?
——dy=xdx = Inly—-1=—+c¢
y—1 2

Az 3ltaldanos megoldas:

y=1+ Ce<’/?
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Robbanas egyenlete

Tfh. a novekedés nagysdga ardnyos a populdcié négyzetével:

y =ay

Ez egy szeparabilis DE.

! 1
y—2:a = /2dy:/adx
y y

1
= ——=ax+c, c e R
y
Az altalanos megoldas
1
x) = — .
y(x) ax+c

Ha a > 0, akkor a populacié novekszik.

Mégis, x — oo esetén y — 0 777 HOL A HIBA?
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Robbands egyenlete. y' = ay?

Az dltaldnos megoldas

ax+c’

Konkrét szdmokkal: a =1 és y(0) = 2. Ezt behelyettesitve:

1 1
y(0)=—— c=—3
Tehdt most a megoldas:
1 2
)/(X) = = 1

Ennek ET-a [0,1) !

Tehat nem beszélhetiink arrdl, hogy x — oo.
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Linearis differencidlegyenlet
Elsérendli DE &ltaldnos alakja: y’' = f(x,y).
A DE LINEARIS, ha f(x,y) linedris y-ban:
f(x,y) = a(x)y + b(x).

fgy a differencidlegyenlet

y' = a(x)y + b(x)

ahol a(x), b(x) adott fiiggvények.
Ez a Linedris Dlfferencial Egyenlet. LDE.
— Ha b(x) =0, akkor a DE homogén linearis

— Ha b(x) # 0, akkor a DE inhomogén linearis.



Homogén LDE

A homogén LDE y’ = a(x)y alakd. Ez szeparébilis.
Meg tudjuk oldani:
dy

1
i a(x)y = " ;dy = a(x)dx".

Vezessiik be a jeloléseket:

1
A = [ abde B = [ Sdy =iyl
Ekkor Inly| = A(x) + C = |y| = eA®)*C ahonnan

y=ce®® ceR

Allitss. A homogén LDE &ltaldnos megoldasa:

y(x)=ce’™ ceR
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Homogén LDE

Példa.
y' = cos(x) - y.
Itt a(x) = cos(x).

Ennek egyik primitiv fuggvénye:

/cos(x)dx = sin(x)

Az 3ltalanos megoldas:

y(x)=ce"™  ceR
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Homogén LDE és kezdeti feltétel

A Cauchy feladat:

/

y' = alx)y
y(x) = ¥

Konkrét primitiv fliggvényt hasznalunk:

Ekkor az altalanos megoldas

y(x) = CefXXO a(t)dt’

és a kezdeti feladat megoldasa

y(x) = yoelo 1O,
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Homogén LDE

Példa.

1
Itt a(x) = -

A kezdetiéréket figyelembe véve a primitiv fuggvény:
X 1 X
Al) :/ L= [In(t)} — In(x) — In(1)
1

1

A Cauchy feladat megoldasa:

Ellenorzés!
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Allandé egyutthatos eset

Specidlisan, ha
y = ay,

azaz a(x) = a konstans, akkor
A(x) :/a dx = ax +c,

és igy a megoldas

ax

y(x) = ce
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Allandé egyiitthatds eset. y' = ay, y(x) = ce®.

Kezdeti érték (Cauchy) feladat.
A DE mellett adott egy kezdeti feltétel is, y(x0) = yo.

Az altalanos megoldasban szereplé ¢ meghatarozhaté:
y(x0) = ce® = yp,

és ebbol

c = ype .

A Cauchy feladat megoldasa

y(x) = yoeo o).
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Inhomogén LDE. y' = ay + b
Argumentumokkal y'(x) = a(x)y(x) + b(x).
Tétel. A LDE megolddsainak struktirdja:

1. Ha y; a homogén LDE mo-a és y» az inhomogén LDE mo-a

4

v1 + y» az inhomogén LDE mo-a

2. Ha y; és y» az inhomogén LDE mo-a

4

y1 — y» a homogén LDE mo-a
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Inhomogén LDE. y' = ay + b

Kovetkezmény.
Ha a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa ypom a-

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa yinpom,p-

Ekkor az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa

Yinhom,a = Yhom,a + Yinhom,p-

Feladat: Az inhomogén egyenlet EGYETLEN (tetszdleges)

megoldasa?

16 /33



y' = ay + b. Allanddk varidldsa.

A homogén egyenlet mo-a y = ce”¥) ahol ¢ € R, A'(x) = a(x).
Az inhomogén egyenlet megoldasat igy keressiik:

y = u(x)e™) u=u(x)=?
(c =~ u(x)), konstans helyett fliggvény.
Ekkor a DE baloldala y' = v/e” + ue®A' = v/ e + ue?a.
Mésrészt, a DE jobboldala ay + b = aue”® + b.

Osszehasonlitva a két egyenletet:

A

Ve tuae? =aue +b
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ver+uae =aue® +b
Ebbdl egyszerlisitve
Ve =b = v =be? = ux)= /b(x)e_A(X)dx

Az inhomogén DE partikularis megolddsa, y = u(x)e (*):

y(x) = eA(X)/b(x)e_A(X)dx
Az inhomogén DE &ltalanos megoldasa:

y(x) = \ei)&+ / b(x)e—A<X>dx>

— az els6 tag a homogén egyenlet altaldanos megoldasa,

— a masodik az inhomogén egyenlet egy konkrét megolddsa.
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Egy példa

y'=—xy — x. a(x) = —x, b(x)=—x
A megoldas tobb Iépcsében torténik.

1. lépés A homogén egyenlet megoldasa.
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/

y'=—xy — X

2. lépés Az inhomogén egyenlet megoldasa.

2
=x
Yinh = ue 2, u(x) =7
;XZ —x?
yh = Ve +ue2 (—x)
2
= —Xxy—X= —x-Uue2 —Xx
Osszehasonlitva:
, =2 =x2 =x2 <2
ve2 +ue2 (—x)= —x-ue2 —x = u(x)=—ez.

Az inhomogén egyenlet egyik megoldasa.

X2 _x2
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y'=—xy — X

3. lépés Az ltalanos megoldas.

Eddigi eredmények:

ya(x) = ce2, ceR
yin(x) = -1

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

_x2

y(x)=ce2 -1 ceR

21/33



y'=—xy — X

2

—X

Ellen6rzés. y(x) =ce 2 —1 ceR

A DE baloldala:

A DE jobboldala:

2
—x-y(x) —x = —x(ce2—1) —X=—X-

Ezek valdban megegyeznek. /




Egy példa
Tekintstik az alabbi kezdeti érték feladatot:
, 2
y=—;y+4x y(1) =2
2
Itt a(x) = = b(x) = 4x

1. lépés A homogén egyenlet megoldasa.

A(x) = /lxa(t)dt— /lx (-i) dt = —2In(x) = In(x?),

az altaldnos megoldas
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y=-2y+4x y(1)=2

2. lépés Az inhomogén egyenlet megoldasa.

1
y,'h:U';, u(x) =?

Az altalanos képlet szerint
u(x) = /b(x)e‘A(X)dx.
Most tehat egy konkrét megoldasra
u(x) :/4x -2 gy = /4x3 =x*
Az inhomogén egyenlet egyik megoldasa.

1
YIh:X4'7:X2~
X

24 /33



Yy ==2y+4x, y(1) =2

3. lépés Az iltalanos megoldés.

Eddigi eredmények:

c
ya(x) = 22 ceR
yin(x) = —x*

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

_ < 2
Yalt(X) - X2 +X .
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2
y'=—sy+4x y(1) =2
Az 3ltaldnos megoldas: y.(x) = X% + x2.

4. 1épés A kezdeti érték feladat megoldasa

y(1)=c+1=2 = c=1

A feladat megolddsa |y(x) = = + x
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Szeparabilisra visszavezetheté DE

Tegyiik fel, hogy a DE

alaku.

y(x)

Ekkor u(x) = == helyettesitéssel a DE igy transzformalédik:
X

;Y x—y-1 f(u)—u
- x2 o %

u )

ami egy szeparalhaté DE.
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Példa
Tekintsuk az alabbi DE-t:

y' == x#0, y#0.
Xy
. y .. , .
A jobboldal = fliggvénye, hiszen
X

2y? + x? X
f(x,y):y7:2z—|—f.
Xy x Yy

y(x)

1
Vezessiik be az u(x) = Y ij valtozét. Ekkor f(u) =2u+ "

Ekkor a differencidlegyenlet:

,  f(u)—u 1<u+1>:1u2+1

y=--————— = —
X X X u

u

Ez szepardbilis, melynek megoldésa:
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Példa

d 1u?+1
A szeparabilis egyenlet ar_-t + .
dx x u
4 d /1dx = 1|n(u2+1) Inx 4+ ¢
—q3au = —_ —_ = y
u?+1 x 2
= In(u2+1):2|nx+2c:|n(x2)—|—2c
azaz
U’ +1 = x%e%° = kx?, k > 0.

2
Az v = y—z kifejezést visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
X

2
y—2+1:kx2,
X

tehdt a megoldas

y? = kx* — x2, ahol k > 0.
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Linearis helyettesités

Tegyiik fel, hogy a jobboldal f(ax + by) alaku:

y' = f(ax + by)

Ekkor
u(x) = ax + by(x)

helyettesitéssel szeparabilis DE-t kapunk:

v = a+ bf(u), a,beR
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Példa

Tekintsuk az aldbbi kezdeti érték problémat:

2y+x 1

/_ _

Linearis helyettesitést alkalmazva legyen u(x) := 2y(x) + x.

Ekkor

1
u’:2y’+1:2(e“—§)+1:2e”.

A eu egyenlet megoldasa:
dx

i@ -9 = /e_”du = /2dX,
e dx
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Példa. y' = e¥+ — 1 y(0)=0.

Eddig azt kaptuk, hogy /e_“du = /2dx.

—2y—x

—e Y =2x+c, e =-2x—c.

A kezdeti értéket behelyettesitve e® = 0 — ¢, vagyis ¢ = —1.
igy a megoldas e~2Y~* = 1 — 2x, ahonnan

—2y —x =1In(1—2x) = 2y = —x —In(1 — 2x)

Sy %(—x ~in(1—2x)).
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