Integralszdmitds 5. rész

Differencidlegyenletek

2020. november 30.
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Jordan gorbe. Ismétlés
Adott v : [a, b] — IR?, azaz v(t) = (x(t), y(t)), t € [a, b].
Tfh x,y : [a, b] — IR folytonos fliggvények.

JORDAN GORBE. L = {(y(t)) : t € [a, b]}.

> T
AR N

L . N
N\

7®

A Jordan gorbe SIMA, ha az x és y fiiggvények differencidlhatdak.
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Példa. Egységkor

>

(cost,sint)

Ennek paraméteres megaddasa:

x(t) = cos(t), y(t) =sin(t), t € [0,27]

427



Gorbe ivhossz. L = {(x(t),y(t)) : t € [a,b]}.

Allitas. (ivhossz kiszamitssa) Az L sima Jordan gorbe ivhossza

/ Ve ©R + (o)t

" Bizonyitas. " [a, b] felosztdsa F = {a =1ty < t; < ... < t, = b}.

A gorbe megfelelé  pontjai:

Y — ¢ ¢
%_______,____"___ B, (Xk7-yk) (X( k)7y( k))
! — nt i Az ivhossz egy kozelitése: s(F) =
Y 1
n
Xk — Xk—1)% + — v 1)2.
L £ Zn ;\/( k k 1) (yk Yk 1)

Hatdratmenet. / (Jegyzetben)
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Példa

Egységkor paraméteres megadasa:

x(t) = cos(t), y(t)=sin(t), t € [0, 2m]

(cost,sint)

1
t

i
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A derivéltak: x'(t) = —sin(t), y/(t) = cos(t).
A korvonal hossza:

2w 2
s = / \/sin2(t)+cos2(t) dt = / 1dt = 2m.
0 0
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b
Specidlis eset. s(L) = / V(X (1) + (y'(t))2dt

Ha a gorbe egy differencidlhaté f : [a, b] — IR fiiggvény grafja,

akkor a paraméterezés:

igy X'(t) = 1.

Allitss. Adott f : [a, b] — R differencialhaté fiiggvény. Akkor

a fuggvény grafjanak hossza

5 /b\/1+ (F1(£))2dt.
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Forgastest

Az y = f(x) fuggvény grafjdt megforgatjuk az x tengely koriil.

Y

Allitds. Tfh f : [a,b] — RT diff-
haté. Ekkor a forgastest térfogata:

b
V:7r/ 2(x) dx
a

" Bizonyitas. " Felosztjuk [a, b]-t: F={a=xp <--- < x, = b}.

A forgastestet kis hengerekkel kozelitjlk.
V(F) =>7_1 f2(xk)7 - Axk, ami egy integralkozelité Gsszeg.

-y
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Egy rajz a XV. szazadbdl

A study of a vase as a solid of revolution by Paolo Uccello
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Példa. Az egységgomb térfogata?

Egységkor felsé felének megforgatdsa. RAJZ

flx)=v1-x2, xel[-1,1].

b
A gomb térfogata: (V = 7 / f2(x) dx)

Ja

1 1 1 4
V:7r/ (1—X2)dX:7T/ 1dx—1—7r/ x2dx:§7r.

-1 -1 -1
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DIFFERENCIALEGYENLETEK
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Egy példa

Lattuk, hogy ha f(x) = e*, akkor f/(x) = e*.
= f'(x) = f(x).
Ha g(x) = e?, akkor g'(x) = a- e®*.
— g =a-g()
Jelélés: legyen y = f(x) és y' = f'(x). Ekkor y = ¥ esetén
/

y =ay.

Ennek a tulajdonsagnak a megforditdsa is igaz.
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Egy példa, folytatas

Allitss. Ha egy y = f(x) flggvényre y’ = ay, akkor dc € R,

melyre y = ce.

Bizonyitas. A z(x) :=y(x)e™?* fliggvény derivaltja:
Z=ye ™ +y(—a)e™™ = aye ™ + y(—a)e™ =0.

Tehat Z/ = 0, ezért dc € R, melyre z(x) =c.
Azt kaptuk, hogy ye ™ =c¢ = y = ce®.

y' = ay megolddsa konstans szorzdig egyértelmii.
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Mit neveziink differencialegyenletnek?

Feladat: Ismeretlen fiiggvényt keresiink, y = y(x) =?

Definicié. Differencidlegyenlet olyan egyenlet, melyben az
ismeretlen egy fliggvény, és az egyenletben szerepel az ismeretlen

fuggvény derivéltja is.
Differencidlegyenlet = DE

Legegyszeriibb eset: primitiv fiiggvény keresés.
y'=fx) = y=?

DE megolddsa =~ DE integrdldsa: y = / f(x)dx.
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Példa

Legyen a differencidlegyenlet
Yy =2x

Ekkor
/y’dx:/2xdx,

igy a megoldas
y:y(x):/Zde:X2—|—C,
ahol ¢ € R.

Ez az ALTALANOS MEGOLDAS
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y =2y = y=x’>+c

Végtelen sok fliggvényt kaptunk. A megoldast sziikitjiik.

Azt az y megoldast keressiik, melyre
y(2) = -6

Ekkor y(2) =22 + ¢ = —6 amibdl

c = —10.

Tehst a megoldds: y(x) = x? — 10.

Ez egy PARTIKULARIS MEGOLDAS.
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DE jellemzoi

A differencidlegyenletnek két valtozdja van.
x a fiiggetlen valtozd,

y = y(x) a fiiggd vdltozo.

Definicié. Differencidlegyenlet RENDje az ismeretlen fliggvény

legmagasabb foku derivaltjanak fokszama.
1. Példa. y' = y els6rendii egyenlet.

2. Példa. y" + y = 0 mésodrendii egyenlet.
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Elsérendli DE

Az ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET 4ltaldnos alakja

y' =f(x,y),
ahol f(x,y) adott kétvdltozos fiiggvény.
Definicié. A DE MEGOLDASA y : | — IR, ahol

> | C R egy intervallum

> és
y'(x) = f(x,y(x)) Vxel
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Cauchy feladat

DE és kezdeti érték egyiitt: Cauchy feladat

Xp és yp adott szamok.

y'=f(x,y)

y(x0) = yo

Bizonyos feltételek mellett a Cauchy feladatnak egyértelmii

megolddsa van xp kornyezetében. (majd késdbb pontositjuk.)

Egy DE 4ltaldnos alakja : y' = f(x,y).
Specialis alaki " jobboldal” esetén megoldjuk.

21/27



SPECIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK
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Szeparabilis differencidlegyenlet

Altalénos alak ez volt: y' = f(x, y).
Szepardbilis = szétvéalaszthaté véltozdju

Tegylik fel, hogy f(x, y)-ban szétvalaszthaté x és y:
f(x,y) =

Ekkor a differencialegyenlet ilyen alakd.

_ alx)

B(y)

Definicié. Ez a SZEPARABILIS vagy SZETVALASZTHATO
VALTOZOJU DE.
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Szeparabilis DE

Formalis megoldas:

y/ _ /(X) 7& _ @ _— ﬁ(y)dy = a(X)dX.

Cdx By)

"Kiintegralva” mar van értelme. Legyenek
Bb) = [60)dy. A = [atxax

Konnyen lathatd, hogy ha y = y(x) megoldés, akkor

Ebbdl y meghatadrozhaté.
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Egy példa

2 d 2

/ y Ly . y y
= “— vagy masképp — = —
y 2 gy pp dx X2
Formilis dtszorzassal
1
LA 2d 2d "
y X

Integralassal megkapjuk a megoldast.

1 1
/2dy:—, /dx——
y y

és innen .
- - = —— + c = _—— =
y X y
Az 3ltaldnos megoldas tehat
X
y = , ceR
1—cx
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Novekedési folyamat

y(x) : populdcié nagysiga

Tfh a novekedés nagysaga aranyos a populacidval:

y' =ay

Pl. radioaktiv bomlds. y(x) = c- e (x ~ id6)

Legyen a kiindulé populacié y(xp) = yo. Ekkor

a(x—xo)

y(x)=yo-e

o < 0: kihalas

« > 0: novekedés
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Robbanas egyenlete

Tfh. a novekedés nagysdga ardnyos a populdcié négyzetével:

y =ay

Ez egy szeparabilis DE.

! 1
y—2:a = /2dy:/adx
y y

1
= ——=ax+c, c e R
y
Az altalanos megoldas
1
x) = — .
y(x) ax+c

Ha a > 0, akkor a populacié novekszik.

Mégis, x — oo esetén y — 0 777 HOL A HIBA?
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