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Hatvanyfuggvény integralja. OSszefogIaIés.




Majorans kritérium

Tétel.

f,g: 1 — R lokdlisan integralhaté fliggvények.
B

Tth. 0 < |f(x)| < g(x) hax e, és/ g(x)dx < oo.

a

B
Ekkor/ f(x)dx véges.
J

Bizonyitas. A monotonitds tulajdonsigbdl +/.
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Majorans kritérium, 1. kovetkezmény

Tétel. (Elégséges feltétel improprius integral létezésére)
f :[a,00) — R lok. integrdlhaté, a > 0.

Tegyiik fel, hogy dc és Jav > 1 melyre

f(x)|<c-x % Vx>a

o
Ekkor / f(x)dx véges.
a
Bizonyitas. Hatvanyfiiggvény integralhatésaga miatt.

Jelolés: f(x) = O(%), X — 00.

X
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Majorans kritérium, 2. kovetkezmény

Tétel. (Elégséges feltétel improprius integral létezésére)

f:(0,a] = R ahol lim [f(x)| = oo, lok. integrdlhaté. a > 0.
x—0+

Tegyiik fel, hogy dc és Jav < 1 melyre

f(x)|<c-x % 0<x<a

Ekkor/ f(x)dx véges.
0

Bizonyitas. Hatvanyfiiggvény integralhatésaga miatt.
1

X0

Most f(x) = O(—), x — 0.
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Dirichlet-integral

Példa. / sin(x) gy 2
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Ez a Dirichlet integral.



Dirichlet-integral

Két részre bontjuk

o0 .t 1 .- o0 .t
/ sin(x) dx :/ sin(x) dx+/ sin(x) dc=h + b.
0 X o X 1 X

_ sin(x)

Az f(x) = fliggvény [0, 1]-ben folytonos, tehat /; < oo.
X

A masik integrélt becsiilni fogjuk.

12:/100 sin(x)dX: . /1" sin(x)dx‘

X b—oo X
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/hb de =7

J1 X

Parcidlisan integralunk, a "szereposztas”

f(x) = ;1<, g'(x)=sin(x) — f'(x)= —%, g(x) = — cos(x)

Hatarérték b — oo:

b
1. tag: lim (— cos(x) ) = 0+ cos(1).
b—o0 X 1
1 .
2. tag: majorans kritériummal. &gx) < —.lgy b <o0.
X X

Bel4thats, hogy / sin(x)

o dx:g. (Nem konnyfi!)
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Cauchy feltétel

Tétel. f: 1 — R, | = («a, ), lokélisan integralhaté.

B
/ f(x)dx konvergens <= Ve > 0-hoz 3U(«c), U(f5)

kornyezetei a-nak és (5-nak, melyekre

a2

Vag,an € U(a) : f(x)dx| <e

o]

<e€

V1, B2 € U(B ’/ f(x)dx
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Cauchy feltétel

Kovetkezmény. | = (—o0, 00) esetén.

o0

Tegyiik fel, hogy / f(x)dx < oc.

—00

Ekkor Ve > 0-hoz 9K > 0, melyre

‘ / : F(x)dx + /K  f(x)dx

< e.
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Minorans kritérium

Tétel. f,g: 1 — IR adott lokdlisan integralhaté fliggvények,
I'= (o, B).

Tegyiik fel, hogy f(x) < g(x) Vx € I-re.

B B
Ha / f(x)dx = oo, akkor/ g(x)dx = 0o
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Helyettesités

Improprius integralokban is lehet helyettesiteni — az ismert

szabalyokkal.

1
1
Példa. ———dx =7
/0 V1= x?
Helyettesités: x = sin(t). Ekkor dx = cos(t)dt.

Mivel x = sin(t) € [0,1], ezért t € [0, g].

™

| 3 1 3
/ ———dx = / ————— cos(t)dt = / ldt = —.
0 V1-x? 0 /1 sin?(t) 0 2
Helyettesitéssel az impropius integradlbdl kozonséges integral lett.
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Altaldnos teriilet

Az y = f(x) , y = g(x) gorbék és az x = a és x = b egyenesek
kozti terulet nagysaga:

A= /ab f(x)dx — /abg(x)dx,

feltéve, hogy f(x) > g(x) Vx € [a, b]-re
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Példa

Az y = x? és y = \/x fiiggvények kozti teriilet:

l\f L, 3/2
T—/ xdx—/xdx—
0 0 3/2

1

0

1 X3

_ 2_
o 3l 3
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Gorbe, vonal

Gorbék megadasa? Példaul: fiiggvény grafjaként.

15

/N
V4

-1 =05 0 0.5 1 15

A graf pontjai: (x, f(x)), igy a gorbe:

L= {(X, f(x)) : x€]la, b]} C R?

20 /22



Jordan gorbe
Adott v : [a, b] — IR?, azaz v(t) = (x(t), y(t)), t € [a, b].

Tfh x,y : [a, b] — IR folytonos fliggvények.

Definicié. A fiiggvény ErtékKészlete egy JORDAN GORBE.

L={(x(1)) : telab]}.
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Jordan gorbe

Definicié.
A gbrbe KEZDOPONTJA 7(a) = A, VEGPONTJA 7(b) = B.

A Jordan gorbe ZART, ha A = B.

A Jordan gorbe SIMA, ha az x és y fiiggvények differencidlhatdak.
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