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Infimum és Supremum (ism.)

A H # () feliilrél korldtos halmaz legkisebb felsé korlatjat
SUPREMUMnNak nevezziik. S = sup(H), ha

e egyrészt S felsd korlat, azaz § > x, Vx € H

e mdasrészt VS’ felsé korldtra S’ > S .

A H # 0 alulrdl korldtos halmaz legnagyobb alsé korlatjat

INFIMUMnak nevezziik. s = inf(H), ha
e egyrészt s alsé korlat, azaz s < x, Vx € H

e mdasrészt Vs’ alsé korldtra s’ < s .



Tétel: "az infimum és supremum j6l definidltak”

Tétel Tth H nem lires, alulrél korldtos halmaz. Ekkor Jinf H.
Tth H nem iires, feliilrél korlatos halmaz. Ekkor dsup H.

Konstruktiv bizonyitas: H alulrdl korlatos, ezért da; alsé korlatja.
1. eset. Ha a; € H, akkor a; = min(H), egyben infimum is. /

2. eset. Ha a1 ¢ H, akkor legyen b; € H tetszbleges, by > a;.

b
Legyen 1 = [a1, b1] és definidljuk a ¢; = 1+ b1 szamot.
g—a%ﬂ— #
a C a
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Iy := [a2, bo]-t fogunk definidlni. Két eset lehetséges.

- Ha ¢ alsé korlat, akkor

b b as = cy és by := by.

he e - Egyébként a; := a; és
by, € H, mely a1 < by < 3.
Ezt a konstrukcidt folytatjuk. — Vk € IN-re [y intervallum:

1. ay alsé korldt, by € H

2. Iy = [ak, by] zart és Ix1q1 C Ix.

3. Ix hossza < 27K . |}
Cantor-féle kozospont-tétel feltételei \/ = Jls kdzbs pont.
s = inf(H).



Definicié. Egy xp valés szdm KORNYEZETEI az
(x0 —¢e,x0+¢)

nyilt intervallumok, ahol € > 0 tetszdleges valds szam.

Definicié. Az xy € IR pont a H halmaz BELSO PONTJA, ha
Jde > 0:
(xo —e,x0+¢) CH.

A belsé pontok halmazat int(H) jeloli. (Az interior sz6bdl.)

ﬁ\_q._-(ap—)—— Nyilvan int(H) C H.

%o

Definicié. Ha int(H) = H, a halmaz NYILT.



Definicié. Az xp € R pont a H halmaz KULSO PONTJA, ha

de>0: (x0—¢e,x0+e)NH=0.

A kiilsé pontok halmazit ext(H)

o —.  jel0li. ("exterior”)
X
¢ H Nyilvdn ext(H) N H = 0.

Definicié. xp € IR a H halmaz HATARPONTJA, ha sem kiilsé,
sem belsé pontja. Hatdrpontok halmaza: O(H). (U_] betii: 8)

H Ve > 0-ra az (xo —&,x0 + €)
AH — kornyezet tartalmaz H-beli és
X H-n kivili pontokat is.



Definicié6. A H halmaz NYiLT, ha minden pontja bels6 pont.
Definicié. A H halmaz ZART, ha OH C H.

Definici6. A H HALMAZ LEZARASA H = H U OH.

1. Példa. Legyen H = (a, b) egy nyilt intervallum, ahol a < b.
Bels6 pontok halmaza és hatarpontok:
int(H) = {x:a< x < b}, d(H) = {a, b}.

A lezérds: H =int(H) U OH = [a, b].

2. Példa. H={0<x<1:xeQ}. Nem!
A H halmazban belsé pont NINCS.

A halmaz hatarpontjai {x: 0 < x <1} = [0, 1]. (Intervallum!)



Haromszog egyenldtlenség

Allitas. TetszOleges a, b valds szamokra

|a+ b| < a| + |b|.

Bizonyitas. Abbdl a trividlis egyenlotlenséghdl indulunk ki, hogy
+a < |4, +b < |b|.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

a+b

IN

|a| + [b]
—a—b < la|+1b, V

Az elnevezés ~ vektorok.



Haromszog egyenldtlenség. Altaldnos eset.

Tétel

Adottak az a1, a», ..., a, valos szamok, akkor

la1 + ... + an| < a1| + ... + |an|,

azaz | Zak| < Z |ak|.

k=1
Blzonyltas. Teljes indukciéval. Ha n = 2, akkor igaz. /
Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Ekkor

n+1

Zakl = |Zak + ans1| < |Zak| + lans1] < Z |ak| + [antal-

k=1

Miért kezdtuk n = 2-vel?



Tétel (Bernoulli egyenlétlenség)

Vn e IN ésVh > —1 valds szam esetén: (1 + h)" > 1+ hn.
Egyenléség <= n =0 vagy n=1 vagy h=0.

Bizonyitas. h = 0 esetén egyenléség. |/

h # 0 esetén teljes indukcié. Ha n =1 akkor (1 +h)! =1+ h, /
Tegylik fel, hogy valamely n-re igaz: (1+ h)" > 1+ hn.

(1+hm" = @+h"A+h)>1+nh)1+h)=

= 1+ (n+1)h+nh*>1+(n+1)h



Szamtani és mértani kozép

Tekintstink két szamot, x,y > 0.

X+Yy
2 7

Ezek SZAMTANI KOZEPE (szdmtani atlaga): A =

és MERTANI KOZEPE (mértani dtlaga): G = /xy.

Bizonyitas.

Allitas.
Minden x, y > 0 esetén

X—;y > \/Xxy.

Egyenléség <— x =y.




Szamtani és mértani kozép, altalanos eset

ai,as,...,an > 0 valds szamok. Ezek SZAMTANI ATLAGA

(szdmtani kozepe)

A a+tat..ta, 1Zn:3k,
k=1

n n

és MERTANI ATLAGA (vagy mértani kozepe)

és egyenlbség <= a1 =ary=...=ap.



Szamtani és mértani kozép. Bizonyitas

1. Lemma. n > 2, adottak xi,xp,...,x, > 0, nem mind
egyforma. Tegyuk fel, hogy

xX1+Xxo+ ...+ Xp
n

=1.
Ekkor x1x0 ... x, < 1.

Bizonyitdas. Teljes indukciéval. Ha n = 2, akkor

x1 =1+t xp=1-—1t, t > 0.

— xpo=1+t)1-t)=1-t><1./



Tegylik fel hogy valamely rogzitett n-re igaz azallitdas. Tekintslink
n+ 1 db szdmot, melyek szamtani 4tlaga 1:

xx = 1+t

xx = 1+t

X, = 1+1t,
Xpr1 = 14 thp

Adjuk Ossze a fenti egyenleteket.

n+1 n+1
dxe=(n+1)+ >t
k=1 k=1
n+1
Mivel az xq, X2, .. .Xn, Xpt1 SZamok atlaga 1, ezért Z t, = 0.
k=1

Ekkor a ti,...t,+1 szdmok kozt van pozitiv es negativ is.



Feltehetd példaul, hogy t, < 0 < thy1 -

Az n+ 1 tényezbs szorzat:
X1X2 « + - Xp—1XnXn+1 = X1X2 .. Xp—1(1 + t) (L + thy1) <

< x1X2 o Xp—1(1 + th + tpi1 + tatyrT)
A szorzat utolsé tényezbje x5 =1+ t, + thi1.

Az n tényezOGs szorzatban a tényezdk Osszege:

I
3

X1+X2+...+Xn_1+]-+tn+tn+l:



*

= adott n db szdm, x1, x2, ..., x,—1, X, melyek dtlaga 1.

— Ha a szamok egyformak, akkor szorzatuk épp 1.

— Ha a szdmok nem egyformak, akkor szorzatuk kisebb, mint 1.

O

2. Lemma. x;, >0, k =1,...n olyan szdmok, amelyekre

X1 +X2+ ...+ Xy
n

=1.

Ekkor x1 - xo - ... - x, < 1.



. . a a ..+ ap
Tétel bizonyitasa. A .= 1+ e+ . és legyenek

X = k =

A 2. Lemmat alkalmazzuk az xx, k = 1,...n szdmokra. Ekkor

apt+a+---+ap

X1txp 4t Xn = A -
ezért
X1+X2‘:"'+X”:1 = Xx1x2...Xp, < L.
n
S
= My =5




Definicié. SZAMSOROZAT: n +—  a, hozzirendelés.

A sorozat n-dik elemét a, jeldli, az egész sorozat (ay).

<, , n n
Abrazolas. Példa. a, = ——, azazn ~— )
n+1 n+1
ay
ay  a)as)
1. Szdmegyenesen pontok 0 — "”"“-l
a/l
T
2. A sikon az (n, a,) pontok e .

0l 1234567




Alaptulajdonsagok.

Definicié. (a,) KORLATOS ha 3K, hogy |a,| < K Vn € IN-re.
(a;,) MONOTON NOVO, ha n < m esetén a, < ap,.
(a,) MONOTON FOGYO, ha n < m esetén a, = ap,

—  Vajon n névelésével mi torténik az a, szamokkal?
Példa. a € R irraciondlis szam, legyen a, az elsé n db jegy a

végtelen tizedestort felirdsaban.

Ekkor a, " egyre kozelebb keriil a-hoZ'. Ezt igy jelolhetjik: a, — a

——» HATARERTEK



11
35

e > 0 tetszbleges és a (—¢, ¢) intervallumot tekintjik.

1
1. Példa. a, = —. A sorozat elemei: 1
n

Ekkor 3N kiiszobindex: ay € (—¢, €), hiszen

1

1 1
h N — 1 — < .
a >[}+ — N<[1/5]+1<€

9

S6t Vn > N-re a, € (—¢, ¢), tehdt a, — 0.

-1 -1
3'4" 5 7

N
—

_]_ n
2. Példa. a, = u, a sorozat — 1,
n

Ekkor is a, — 0, mert
Ve >0 3N kiiszobindex: Vn> N, |a,| <e.

Oszcilldlva kozelit 0-hoz.
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