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Newton-Leibniz formula. Ismétlés.

Tétel.
Legyen f : [a, b] — IR integralhaté fliggvény.
Tfh. 3F primitiv fliggvénye:

F'(x) = f(x) Vx € (a, b).

Ekkor
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Mds széval:/ f'(x)dx
a
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Parcialis integralas.
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Parcialis integralas. (fz)/(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
Tétel.

Tfh f, g [a, b] = R differencialhaték. Ekkor
1. (Hatdrozatlan alak)

/ F(x)g(x)dx = F(x)g(x) - / F(x)g'(x)dx.

2. (Hatdrozott alak)

b
/a F(x)g(x)dx = F(x)g(x)

1. alapeset

/ polinom - e*dx
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Parcialis integralas. / flg=fg — / fg’
2. Példa. /xcos(x) dx =7
"Szereposztas':
f'(x) = cos(x), g(x) = x == f(x) =sin(x), g'(x) =1
Ezért

/xcos(x)dx = xsinx — /sin(x)dx = xsin(x) + cos(x) + c.

2. alapeset

/ polinom - { 1”5((1)) }dx




Parcialis integralds. / flog—fg— / o'

3. Példa.
/Xln(x)dx =7

"Szereposztas”:

tehat
2 2
1
/xln(x)dx = In(x) — /X —dx =
X
3. alapeset

/polinom - In(x)dx

X
o g(X) - ?’
2
bs
| -
n(x) 2 +c



Példak
4. Példa. /ex sin(x)dx =?
"Szereposztas”:
f(x)=¢e", g(x)=sin(x) = f'(x)=e¢", g(x) = —cos(x)
Tehdt azt kapjuk, hogy
/eX sin(x)dx = — €* cos(x) + /ex cos(x)dx = (xx).
Ujabb parcialis integralas
(%) = —e™ cos(x) + e*sin(x) — /eX sin(x)dx.
Az ismeretlen integrédlra egy Osszefliggést kaptunk. Ilgy

/eX sin(x)dx = % (—e* cos(x) + € sin(x)) + c.
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Példak

4. Példa. (ltaldnos eset)

/eaX sin(bx)dx =7, a,be R
1

/eax sin(bx)dx = m{(—beax cos(bx) + ae™ sin(bx) } + c.

Bizonyitas. HF.
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Helyettesités

Az integraldsi vdltozé barmi lehet:
/f(x)dx = /f(¢)d¢
¢ lehet akar fiiggvény is, ¢ = ¢(t)

Mit értiink azon, hogy " do(t)"?

Formalisan

= @' (t)dt = do(t).
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Helyettesités. Hatdrozatlan integral

Tétel.

A helyettesitéses integral alapformuldja:

[ fendod = [ o

><:<b(t)7

ahol ¢ szigoriian monoton fuiggvény.
Magyarazat: A lancszabdly

d !/ /

S (0(1)) = £(6(8)) ¢ (1),

ezt integralva kapjuk a fenti képletet.
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Helyettesités. Hatarozott alak.

Tétel.
f :[a, b] — R integralhaté fliggvény

¢ [, B] — [a, b] szigortian monoton, differencidlhatd.
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1. Példa

1
/ V19— x2dx =?
0

Helyettesités: x = sin(t).

Ekkor x € [0, 1] <= t€ [0, 7/2] és dx = cos(t)dt.

fgy az integral:

1 /2 /2
1— x2dx = / 1 —sin%(t) cost dt = / cos?(t)dt =
| v sy [ ot

w/2 :
_ / 1+ cos(2t) di=" 4 sin(2t)
0

7r/2_ﬂ_
2 4" g

0 4

HF x = cos(t) helyettesitéssel hogyan lehet szdmolni?

33



2. Példa

1
/ X dx =7
0 1+X2

Helyettesités: u = 1+ x2. Ekkor du = 2x dx.

A hatdrok: x=0 — u=1,
x=1 — u=2.

fgy az integral

1 2
/dexz/
o 14+x 1

N
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3. Példa

4
1
—dx =7

L Vx

Helyettesités: \/x = t, azaz x = t°.

Ekkor x € [1, 4] <= te€|l, 2], és dx = 2t dt.

Ilgy az integral:

2t dt = 2.

[ ]

~ | =
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4. Példa

/cos3(x)dx =7
cos?(x) = 1 —sin?(x). Ezt beirjuk:
/cos3(x)dx = /(1 —sin?(x)) cos(x)dx =
= /cos(x)dx— /sin2(x) cos(x)dx =

' in3(x
= sin(x) — / FU(x) ' (x)dx = sin(x) — > 3( ) +c.
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5. Példa

/ sin?(x)dx =7
0

1
sin?(x) = 5(1 — cos(2x)). Ezt beirjuk:

1 [7 1 sin(2x)1"  « 7r
?7=_ — = — — = — — = —
=5 /0 (1 — cos(2x))dx > [x 5 ]0 5 0 >

Altalénos eset.
/sin”(x) cos™(x)dx =7? n,m &€ Ny

Részletek gyakorlatokon.
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Az improprius integral definicidja

Riemann integralhatésag: f : [a, b] — IR korlatos fiiggvényre.

ET és EK korlstos.

Az intergélfogalmat kiterjesztjik:
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Lokalisan integralhatdsag

f:(a,8) — IR tetszéleges fliggvény.

a = —oo vagy [ = oo is eléfordulhat. Jelolés: | = (o, ).

Definicié. Az f fliggvény LOKALISAN INTEGRALHATO,

ha V[a, b] C I korltos, zart intervallum esetén f‘[a 0 ER

Ezt igy jeloljiik: £ € R<(1).
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Improprius integral

Példa. Az
f(x)= -, x € (0,+00)

fuggvény lokalisan integralhatd, bar nem korlatos .

Definicié. f € R°(I) IMPROPRIUS ERTELEMBEN
INTEGRALHATO, ha

lim /ab f(x)dx =: /j f(x)dx

b— 3

hatarérték létezik és véges.
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Improprius integral

1. specidliseset. a =ac R, 8 =+

Ha f impropriusan integralhaté (a, c0)-n, akkor

/a () dx = Jim / ’ F(x)dx.

2. specidlis eset. a = —o0, = b € R.

Ha f impropriusan integralhaté (—oo, b)-n, akkor
b b
/_OO f(x)dx = akmoo/a f(x)dx.
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Improprius integral

Az integral eddigi tulajdonsagai megmaradnak:
- linearitds (Osszeg és skaldrszoros integralja)
- monotonitas
- Newton-Leibniz formula;

feltéve, hogy a primitiv fliggvény hatarértéke létezik.
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Példa

[ o [
0 1+X2 b—oo Jg 1—|—X2

A véges intervallumon: Newton-Lebniz-formula alapjan

b b
1
A mdx = arctan(x) . = arctan(b) _ arctan(O).
Ezért S
. m
/0 112 dx = b||_>ngo arctan(b) = 5
Emiatt

>~ 1
/ ﬁdxzﬂ'.
oo Lt X
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Hatvanyfluiggvény integralja

11
Milyen @ > 0 esetén véges az / — dx improprius integrdl?
o X

Yy

A fliggvény nem korlatos 0 koriil, lokalisan integralhaté (0, 1)-ben.
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Hatvanyfluiggvény integralja

Y

Az improprius integral - ha létezik - igy szdmolhaté:

1 1
1 1
/ —dx = lim —dx.
0 X¢ e—=0+ J. x©
A primitiv fuggvény

In|x|, ha a=1
1
XiadX: X]_fa
, ha a#1
1-a

28 /33



Hatvanyfluiggvény integralja
1. eset Ha a # 1:
Yy / -«
1—a

L gl

l—«a
r > 2. esetHaa=1
14 1
/ —dx=1In| = —In(x)e.
€ X g
€ — 0+ hataratmenettel ezt kapjuk:
1
ha a<l1
. 1—gl l1-a .
lim ——— = és lim (—In¢e) = 0.
e=0+ 1 -« e—0+

00 ha a>1
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Hatvanyfluiggvény integralja

Osszefoglalva:

<o ha ax<l
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Hatvanyfluiggvény integralja

Hasonldképp o > 0 esetén :

o0
1
/ —dx =7
1 X®

| b q
Kiszémftés:/ —dx = lim —dXx.
1 xX¢

b—o0 1 X%

1. Haa#1
lab pl-—a _ 1
/dx— = )
1-al; 11—«
és ekkor
0, ha 1—-a>0
1701_1
lim =
b—oo 11—« 1
, ha 1—-a<0
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2. Haa=1:
b

b1
/ —dx = Inx| =Inb,
1 X 1
és
lim (Inb) = o0
b—o0
Osszefoglalva
oo, ha a<l1
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Hatvanyfluiggvény integralja
A fenti két példabdl kovetkezik, hogy Vo > 0 értékre

o0
1
/ —dx =
0o X“

Az f(x) = x~ fuggvény az | = (0, 00) intervallumban

nem impropriusan integralhaté .
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