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Newton-Leibniz formula. Ismétlés.

Tétel.

Legyen f : [a, b]→ IR integrálható függvény.

Tfh. ∃F primit́ıv függvénye:

F ′(x) = f (x) ∀x ∈ (a, b).

Ekkor ∫ b

a
f (x)dx = F (b)− F (a) = F (x)

∣∣∣∣b
a

=

[
F (x)

]b
a

.

Más szóval:

∫ b

a
f ′(x)dx = f (b)− f (a)
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Parciális integrálás.
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Parciális integrálás. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x).

Tétel.

Tfh f , g [a, b]→ IR differenciálhatók. Ekkor

1. (Határozatlan alak)∫
f ′(x)g(x)dx = f (x)g(x)−

∫
f (x)g ′(x)dx .

2. (Határozott alak)∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = f (x)g(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a
f (x)g ′(x)dx .

1. alapeset ∫
polinom · exdx
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Parciális integrálás.
∫

f ′g = fg −
∫

fg ′

2. Példa.

∫
x cos(x) dx =?

”Szereposztás”:

f ′(x) = cos(x), g(x) = x =⇒ f (x) = sin(x), g ′(x) = 1

Ezért∫
x cos(x)dx = x sin x −

∫
sin(x)dx = x sin(x) + cos(x) + c .

2. alapeset ∫
polinom ·

{
sin(x)

cos(x)

}
dx
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Parciális integrálás.
∫

f ′g = fg −
∫

fg ′

3. Példa. ∫
x ln(x)dx =?

”Szereposztás”:

f (x) = ln(x), g ′(x) = x =⇒ f ′(x) =
1

x
, g(x) =

x2

2
,

tehát∫
x ln(x)dx =

x2

2
ln(x)−

∫
x2

2

1

x
dx =

x2

2
ln(x)− x2

4
+ c .

3. alapeset ∫
polinom · ln(x)dx
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Példák

4. Példa.

∫
ex sin(x)dx =?

”Szereposztás”:

f (x) = ex , g ′(x) = sin(x) =⇒ f ′(x) = ex , g(x) = −cos(x)

Tehát azt kapjuk, hogy∫
ex sin(x)dx = − ex cos(x) +

∫
ex cos(x)dx = (∗∗).

Újabb parciális integrálás

(∗∗) = −ex cos(x) + ex sin(x)−
∫

ex sin(x)dx .

Az ismeretlen integrálra egy összefüggést kaptunk. Így∫
ex sin(x)dx =

1

2
(−ex cos(x) + ex sin(x)) + c .
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Példák

4. Példa. (általános eset)∫
eax sin(bx)dx =?, a, b ∈ IR

∫
eax sin(bx)dx =

1

a2 + b2
{

(−beax cos(bx) + aeax sin(bx)
}

+ c .

Bizonýıtás. HF.
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Helyetteśıtés

Az integrálási változó bármi lehet:∫
f (x)dx =

∫
f (φ)dφ

φ lehet akár függvény is, φ = φ(t)

Mit értünk azon, hogy ”dφ(t)”?

Formálisan

φ′(t) =
dφ(t)

dt
=⇒ φ′(t)dt = dφ(t).
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Helyetteśıtés. Határozatlan integrál

Tétel.

A helyetteśıtéses integrál alapformulája:∫
f (φ(t))φ′(t)dt =

∫
f (x)dx

∣∣∣∣
x=φ(t)

,

ahol φ szigorúan monoton függvény.

Magyarázat: A láncszabály

d

dt
f (φ(t)) = f ′(φ(t))φ′(t),

ezt integrálva kapjuk a fenti képletet.
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Helyetteśıtés. Határozott alak.

Tétel.

f : [a, b]→ IR integrálható függvény

φ : [α, β]→ [a, b] szigorúan monoton, differenciálható.

φ(α) = a, φ(β) = b.

Ekkor

∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α
f (φ(t))φ′(t)dt =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)
f (φ(t))φ′(t)dt.

13 / 33



1. Példa∫ 1

0

√
1− x2dx =?

Helyetteśıtés: x = sin(t).

Ekkor x ∈ [0, 1] ⇐⇒ t ∈ [0, π/2] és dx = cos(t)dt.

Így az integrál:∫ 1

0

√
1− x2dx =

∫ π/2

0

√
1− sin2(t) cos t dt =

∫ π/2

0
cos2(t)dt =

=

∫ π/2

0

1 + cos(2t)

2
dt =

π

4
+

sin(2t)

4

∣∣∣∣π/2
0

=
π

4
.

HF x = cos(t) helyetteśıtéssel hogyan lehet számolni?

14 / 33



2. Példa

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =?

Helyetteśıtés: u = 1 + x2. Ekkor du = 2x dx .

A határok: x = 0 −→ u = 1,

x = 1 −→ u = 2.

Így az integrál∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

∫ 2

1

1

2

1

u
du =

1

2

[
ln(u)

]2
1

=
1

2
ln(2).
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3. Példa

∫ 4

1

1√
x
dx =?

Helyetteśıtés:
√
x = t, azaz x = t2.

Ekkor x ∈ [1, 4] ⇐⇒ t ∈ [1, 2], és dx = 2t dt.

Így az integrál: ∫ 4

1

1√
x
dx =

∫ 2

1

1

t
2t dt = 2.
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4. Példa

∫
cos3(x)dx =?

cos2(x) = 1− sin2(x). Ezt béırjuk:∫
cos3(x)dx =

∫
(1− sin2(x)) cos(x)dx =

=

∫
cos(x)dx −

∫
sin2(x) cos(x)dx =

= sin(x)−
∫

f α(x)f ′(x)dx = sin(x)− sin3(x)

3
+ c.
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5. Példa∫ π

0
sin2(x)dx =?

sin2(x) =
1

2
(1− cos(2x)). Ezt béırjuk:

? =
1

2

∫ π

0
(1− cos(2x))dx =

1

2

[
x − sin(2x)

2

]π
0

=
π

2
− 0 =

π

2

Általános eset.∫
sinn(x) cosm(x)dx =? n,m ∈ IN0

Részletek gyakorlatokon.
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Az improprius integrál defińıciója

Riemann integrálhatóság: f : [a, b]→ IR korlátos függvényre.

ÉT és ÉK korlátos.

Az intergálfogalmat kiterjesztjük:
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Lokálisan integrálhatóság

f : (α, β)→ IR tetszőleges függvény.

α = −∞ vagy β =∞ is előfordulhat. Jelölés: I = (α, β).

Defińıció. Az f függvény lokálisan integrálható,

ha ∀[a, b] ⊂ I korlátos, zárt intervallum esetén f
∣∣
[a,b]
∈ R.

Ezt ı́gy jelöljük: f ∈ Rloc(I ).
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Improprius integrál

Példa. Az

f (x) =
1

x
, x ∈ (0,+∞)

függvény lokálisan integrálható, bár nem korlátos .

Defińıció. f ∈ Rloc(I ) improprius értelemben

integrálható, ha

lim
a→α
b→β

∫ b

a
f (x)dx =:

∫ β

α
f (x)dx

határérték létezik és véges.
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Improprius integrál

1. speciális eset. α = a ∈ IR, β = +∞

Ha f impropriusan integrálható (a,∞)-n, akkor∫ ∞
a

f (x)dx = lim
b→∞

∫ b

a
f (x)dx .

2. speciális eset. α = −∞, β = b ∈ IR.

Ha f impropriusan integrálható (−∞, b)-n, akkor∫ b

−∞
f (x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a
f (x)dx .
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Improprius integrál

Az integrál eddigi tulajdonságai megmaradnak:

- linearitás (összeg és skalárszoros integrálja)

- monotonitás

- Newton-Leibniz formula;

feltéve, hogy a primit́ıv függvény határértéke létezik.
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Példa

∫ ∞
0

1

1 + x2
dx = lim

b→∞

∫ b

0

1

1 + x2
dx .

A véges intervallumon: Newton-Lebniz-formula alapján∫ b

0

1

1 + x2
dx = arctan(x)

∣∣∣∣b
0

= arctan(b)− arctan(0).

Ezért ∫ ∞
0

1

1 + x2
dx = lim

b→∞
arctan(b) =

π

2
.

Emiatt ∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx = π.
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Hatványfüggvény integrálja

Milyen α > 0 esetén véges az

∫ 1

0

1

xα
dx improprius integrál?

A függvény nem korlátos 0 körül, lokálisan integrálható (0, 1)-ben.
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Hatványfüggvény integrálja

Az improprius integrál - ha létezik - ı́gy számolható:∫ 1

0

1

xα
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1

xα
dx .

A primit́ıv függvény

∫
1

xα
dx =


ln |x |, ha α = 1

x1−α

1− α
, ha α 6= 1
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Hatványfüggvény integrálja

1. eset Ha α 6= 1:∫ 1

ε

1

xα
dx =

x1−α

1− α

∣∣∣∣1
ε

=
1− ε1−α

1− α
.

2. eset Ha α = 1:∫ 1

ε

1

x
dx = ln

∣∣∣∣1
ε

= − ln(x)ε.

ε→ 0+ határátmenettel ezt kapjuk:

lim
ε→0+

1− ε1−α

1− α
=


1

1− α
ha α < 1

∞ ha α > 1

és lim
ε→0+

(− ln ε) =∞.
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Hatványfüggvény integrálja

Összefoglalva:

∫ 1

0

1

xα
=


<∞ ha α < 1

∞ ha α ≥ 1
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Hatványfüggvény integrálja

Hasonlóképp α > 0 esetén :∫ ∞
1

1

xα
dx =?

Kiszáḿıtás:

∫ ∞
1

1

xα
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

xα
dx .

1. Ha α 6= 1 ∫ b

1

1

xα
dx =

x1−α

1− α

∣∣∣∣b
1

=
b1−α − 1

1− α
,

és ekkor

lim
b→∞

b1−α − 1

1− α
=


∞, ha 1− α > 0

1

α− 1
, ha 1− α < 0

.
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2. Ha α = 1: ∫ b

1

1

x
dx = ln x

∣∣∣∣b
1

= ln b,

és

lim
b→∞

(ln b) =∞

Összefoglalva

∫ ∞
1

1

xα
dx =


∞, ha α ≤ 1

<∞, ha α > 1

.

32 / 33



Hatványfüggvény integrálja

A fenti két példából következik, hogy ∀α > 0 értékre∫ ∞
0

1

xα
dx =∞

Az f (x) = x−α függvény az I = (0,∞) intervallumban

nem impropriusan integrálható .
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