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Riemann integral, ismétlés

f :[a, b] = R integralhaté fiiggvény.

Tétel. Az integral igy szdmolhatd:

b n
/ f(x)dx = lim o(F,) :nli_)n;to(gk)Axk
a k=1

n—oo

ahol §(F,) — 0.

(%)

b b b
Megjegyzés. / f(x)dx = / f(t)dt :/ f(s)ds...
a a a
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Elegendo feltételek integralhatdsdgra. Ismétlés.

1. Kritérium Tétel. Ha f : [a, b] — R korldtos és monoton, akkor

integralhaté.

2. KritériumTétel. Ha f : [a, b] — IR folytonos, akkor
integralhatd.

3. Kritérium Tétel. Ha f : [a, b] — IR olyan korlatos fiiggvény,
mely véges sok szakadasi helytdl eltekintve folytonos, akkor

integralhaté.
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Newton-Leibniz formula

Tétel. (Newton-Leibniz formula).
Legyen f : [a, b] — IR integralhaté fliggvény.

Tfh. 3F primitiv fliggvénye:

F'(x) = f(x) Vx € (a, b).

Ekkor

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).



Newton-Leibniz formula bizonyitas
Legyen F, ={a=x0 < ... < x, = b} egy felosztas.
F megszoritasa egy részintervallumon: F : [xx_1,xx] — RR.
A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint 3¢, € [xk_1, xk], melyre
F(xk) — F(xk-1)
= F'(&) = f(&)
Xk — Xk—1

Ezt a specidlis Riemann osszeget nézziik:

o(F) = S A€ — ) =3 LR e
k=1

Xk — Xj—
=1 k = Xk—1

n

= Z(F(Xk) — F(xk_1)) = F(b) — F(a).

k=1

b
/ f(x)dx = lim o(F,) = F(b) — F(a)

n—o0
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Newton-Leibniz formula

Jelolés:

A Newton-Leibniz-formuldban melyik primitiv figgvény van?
Barmelyik!
Ha F és G primitiv fliggvényei f-nek, akkor 3c: F = G + c.

Ezért
F(b) — F(a) = G(b) — G(a).
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Példa

f(x) = sin(x)

Egyik primitiv fliggvénye F(x) = — cos(x), ezért

/:W sin(x)dx = — cos(x)

RAJZ!

/O7T sin(x)dx = — cos(x)

RAJZ!

27

0

™

0

— cos(2m) + cos(0) =

— cos(7) + cos(0) = 2.

-1+1=0.
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a b
Definicié. Ha b > a, / f(x)dx == —/ f(x)dx.
b a

Ezért/ f(x)dx = 0.

Jelolés. Riemann integralhaté fiiggvények halmaza:

R = R]a, b]
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Riemann integral tulajdonsagai
1. HafeRlaclésfeR[c,b] = fecRlab,

/ab f(x)dx = /ac f(x)dx + /Cb f(x)dx.

f(x) T= /C [(x)dx
U= /b J(z)dx
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Riemann integral tulajdonsagai
2. (Linearitds) Ha f, g € R]a, b] akkor f + g € R|a, b] és

Af € R[a, b], tovabb3

/ab(f+g)(X)dx:/ab f(x)dx+/abg(x)dx.
/ab)\f(x)dx - )\/ab F(x)dx.

3. (Monotonitas) Ha f, g € R]a, b] melyekre f(x) < g(x)

Vx € [a, b], akkor

/ab f(x)dx < /abg(x)dx.
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4. Ha f € R[a, b], melyre m < f(x) < M Vx € [a, b], akkor

m(b—a) < /b F(x)dx < M(b — a).

5. (H&aromszog egyenldtlenség) Ha f € R]a, b], akkor

b b
Il e R[ab] & </ 1£(x)|dx.
a

f(x)dx

a
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Bizonyitasok
1.-4. Trivialis, definicié alapjan.
5. Monotonitdshdl kovetkezik, felhasznélva, hogy

—IF] < £(x) < [F(X)]-

_/abf(x)\dx</abf(x)dx</ab\f(><)\d><-

Megjegyzés. Ha |f| € R]a, b], akkor NEM biztos, hogy f €R|a, b]

Példa: f : [0,1] — IR az aldbbi fliggvény:
1 ha xe€Q
f(x) =
—1 ha x¢Q.
Ekkor f ¢R, nem integralhatd, pedig |f| €R (hiszen |f| = 1)
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Szamtani kozép — Integralkozép

Ismétlés. ai,...,a, € IR valés szamok szamtani kozepe

al+...+an_al+...+an
n o144 10

Természetes altaldnositasa az integralkozép:
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Integralkozép
Definicié. f € Rla, b] INTEGRALKOZEPE:

/a ’ F(x)dx

b—a

Allités. Tfh f € Rla,bl-re m< f(x) <M  Vx € [a, b].
Ekkor az integralkozépre is fennall:
m<kg<M.

Bizonyitas. A monotonitast felhasznalva:

b b b
/mdxg/ f(x)dxg/ M dx.

b
A konstans fliggvény integrélja: / mdx=m(b—a) = /.
a
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Tétel. (Integral kozépérték tétel) Tth f folytonos.

Ekkor 3¢ € [a, b], melyre

Bizonyitas.
A Weierstrass |l. tétel szerint 3¢;, 3¢ € [a, b], melyekre

f(&1) =m, f(&)=M,

ahol a figgvény minimuma m, maximuma M.

Mivel m < k < M, ezért Bolzano tétel miatt 3¢ € (&1, &2), melyre

(&) = k.
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Integralfuggvény

Definicié. Legyen f € R]a, b].

Az f fiiggvény INTEGRALFUGGVENYE F : [a, b] — R:

Flx) = / (et
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Integralfuggvény

Tétel. (Az integrdlszamités Il. alaptétele)
Az integralfliiggvény tulajdonsagai:
1. F folytonos [a, b]-n.

2. Ha f folytonos, akkor F differencialhatd, és

Bizonyitas.

1. f korldtos: |f(x)| < K. Ekkor

F(x) xo\_\/ dt|</ F()|dt < K]x — %),

tehat valéban folytonos.
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Bizonyitas. (folyt.)

F(x)—F
2. Be kell Iatni, hogy lim Fix) = Flo) = f(x0).

X—rX0 X — X0

F(x) — F(x0) — f(x0)(x — x0)
X — X0

= (x).

Ezt megbecsiiljik. Legyen € > 0 tetszbleges. 36 > O:

Ix —xo| <0 = |f(x)—f(x)| <e.
Ha |x — xg| < 0 akkor a fenti kifejezésben:

\/ ~ f(x0)dt
< elx = x| _

|x — xo| ~ x — xof
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Példak

1. Példa.
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Példak
2. Példa.
 sint
g(X) = / Tdt, g,(X) =7
0

Osszetett fliggvényként:

g(x) = F(3),  f(x) = /0 Tsint
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Példak

2. Példa. (altaldnos esetben)

Bizonyitds. Lancszabalyt alkalmazzuk.
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Példak

3. Példa.

Kilonbségként:

h(x) = /Slntd_/ smt
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Példak
4. Példa. (szorgalmi)

2x
K(x) = / #dt, K (%)

Kilonbségként:

26
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Parcialis integralas

Ismétlés: szorzat fliggvény derivaldsi szabaly

(f8)'(x) = F'(x)g(x) + f(x)&’(x).

Mindkét oldal primitiv figgvényét véve:

parcialis integralas

szabdlya.
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Parcialis integralas. (fz)/(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x).

Tétel.

Tth f,g [a, b] — R differencidlhaték. Ekkor

1. (Hatarozatlan alak)

/ F1(x)g(x)dx = F(x)g(x) - / F(x)g'(x)dx.

2. (Hatdrozott alak)

/ f'(x)g(x)dx = f(x)g

/fx)g
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Parcialis integralds. / flog—fg— / o'

/ xe*dx =7

Filx)=e* gx)=x = f(x)=e" g'(x)=1,

1. Példa.

"Szereposztas':

tehat
/xexdx = xe* — /exdx =(x—-1)+c.

1. alapeset

/ polinom - e~ dx
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