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Derivalhatésag ekvivalens megfogalmazasa

Jelolés: Af(x) := f(x+ h) — f(x).
Tétel.

f pontosan akkor differencidlhaté xg € intDs-ben, ha JA € R:
Af(xo) = Ah+e(h)

ahol
> A konstans, h-tdl fuggetlen

> |im =(h)

h—0

(Ezt a masodik tulajdonsdgot igy jeldljik: (h) = o(h))
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Differenciadloperator

A derivalas egy hozzdrendelés:

--+ egy diff-haté fiiggvényhez hozzarendeli derivaltjat.

X:= {f sl =R, f differenciélhaté}

Y::{f : f:l%]R}.

Ekkor a derivadldas mvelete egy operdtor

D:X — Y, fsfl.
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Primitiv fuggvény

A differencidlds operator inverzét keressiik.
Definicid.
f:1 — 1R, ahol | C IR intervallum.

F: Il — 1R az f fuggvény PRIMITIV FUGGVENYE, ha

F'(x) = f(x), Vx el

Megjegyzés. Van olyan fiiggvény, melynek nincs primitiv fliggvénye.
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Primitiv fuggvény

Példa. f(x) = sin(x) cos(x).
Mi a primitiv fliggvénye?
Mivel sin(2x) = 2sin(x) cos(x), ezért a primitiv figgvény

cos(2x) _ 2 sin(2x)

F(x)= — 4 =  F'(x) 2 = f(x).
Mdsrészt sin(x) cos(x) = sin(x) sin’(x), ezért
. 2 .
G(x) = S|n2(x) . G(x) = 2S|n(x;cos(x) (%)
Melyik az igazi? — Mindketté.
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Primitiv fuggvény
A primitiv figgvény — ha |étezik — akkor nem egyértelmii.

Tétel.

Tfth. F(x) és G(x) két primitiv fiiggvénye f-nek, azaz
F'(x) = G'(x) = f(x) Vx el
Akkor Jc € IR:

Bizonyitas. A feltétel szerint

(F—G)'(x)=0, Vx el

Ezért az ismert(!) Tétel alapjadn F — G konstans.
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Hatarozatlan integral

Definicié. f: 1 — R primitiv fliggvényei:

HATAROZATLAN INTEGRAL Jelolés:

/f(x)dx = {H:I=->R| H(x) =f(x)} =
= {F+c: ceR}.

Masik elnevezés: antiderivalt.
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%2
/de:2+c, c €R.

/sin(x) dx = — cos(x) + c, ceR.
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Példak, folytatds

4. h(x)=x"",n>1

—n+1

Az 3ltaldnos primitiv fliggvény H(x) = Xn 1 +c¢, ceR.
DE 0 ¢ D,
lgy

X7n+1

_n+1+C1 ha ICR+

H(x) =
X—n+1

ha [/ _
n+1+C2 a cRR
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Az dltalanos primitiv fliggvény

n(x)+c  halC(0,00)

I
/1dX:
X [

Ellendrzés: In'(—x) = — - (—1).

n(—x)+c hal C (—o00,0)

Ezt formalisan igy irjuk:

1
/dx:ln|x|+c, ceR
X
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Hatarozatlan integral alaptulajdonsagai
/(f+g)(x)dx —/f(x)dx+ /g(x)dx
/)\-f(x)dxz)\-/f(x)dx, ceR.

/ F(p(x)) - ¢ (x)dx = F((x)) + .

Bizonyitas. Lancszabdly: (f(p(x))) = f'(¢(x)) - ¢'(x).
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Specialis esetek. / f'(p(x)) - ' (x)dx = f(p(x)) + c.

3/a. Mivel (f(x)) = a - fo71(x) - f/(x), ezért

fa—i—l(x)
fo(x)-f = —1.
/ (x) - f'(x) dx o +c, aF#
1. Példa. o
/ F(x) - f'(x) dx = ;X) tec
2. Példa.
. sin? x
/smx-cosxdx— 5
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3/b.
f'(x)
= o |

/ ) dx = In|f(x)| + c. évatosan!

3. Példa.
sin x
t dx = dx = —|
/ g (x)dx /cosx Ix n|cos(x)| + ¢
3/c.
/ F(x) ) dx = &) 4 ¢,

4.Példa.

/2x-ex2dx:exz—|—c
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Hatarozatlan integal

/f(x)dx = F(x) azt jelenti hogy f(x) = —F(x)

Informalisan azt irjuk, hogy

"f(x)dx = dF(x)"
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Teruletszamitas

f:[a,b] — IR" korlatos fiiggvény.

Mennyi a fliggvény grafikonja és az x tengely kozti teriilet?

¥=flx)

=)
By
=
H
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Teruletszamitas

f :[a, b] — R korlatos fiiggvény.

"Eléjeles” teriiletet fogunk kiszamitani:

Sx) 4y

Ezeket a teruleteket egyel6re kozelitjuk.
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Alsé kozelité osszeg

Legyen az [a, b] intervallum egy felosztdsa
F={x=a<x3<-<xp,=b}.

Definicid. A felosztidshoz tartozdé ALSO KOZELITO OSSZEG

n
o S(]:) = Z mk(xk — Xk—l) =
k=1

n
= E my 'AXk,
k=1

ahol AXk = Xk — Xk—1,

my = inf{f(x): x € [xk—1, x|}
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Felsé kozelitd osszeg

A felosztashoz tartozé FELSO KOZELITO OSSZEG

S(.F) = zn: Mk(Xk — Xk_1) = zn: Mk . AXk,

k=1 k=1
ahol My = sup{f(x): x € [xk—1, x|}

21/37



Kozelito osszegek tulajdonsigai
Allitas.
1. s(F) < S(F).
Bizonyitdas. Trividlis.
2. Legyen F': " F + egy (j osztépont”. Ekkor
s(F)<s(F') < S(F)<S(F).
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s(F)<s(F) < S(F)<S(F).

Bizonyitdas. Alsé kozelit osszegre. (Felsd kozelité osszegre HF.)

Legyen az 0j osztépont a k-dik intervallumban, xx_1 < x* < x.

— A részintervallumokon a fliggvény

kz’ . . 7 - g
infimumat jelolje mgy, myo.
M 7 M -
! Nyilvdn my; > my.
t | ; _
x PR Miért?
kK~ X X

S(]:/)—S(]:) = <mk1(x*—xk1)+mk2(xk—x*)> —mk(Xk—Xk,l) =

= (mkl — mk)(x* — Xk—l) + (mk2 — mk)(xk — X*) > 0.
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Kozelito osszegek tulajdonsagai

Kovetkezmény.

VF, F' felosztdsparra

s(F) < S(F).

Bizonyitas. Legyen 7o = F'|J F.

Ekkor az eddigiek szerint

s(F) < s(Fo) < S(Fo)< 5(.7:/).
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Riemann integral
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[F: Az Osszes lehetséges felosztas.
Legyenek

s=sup{s(F) : FeF} é S=inf{S(F) : FelF}
Ekkor s < S.
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Riemann integral

Definicid.
Ha s = S, akkor az f : [a, b] — R korlatos fliggvény

RIEMANN - INTEGRALHATO.

A fliggvény Riemann integrélja

b
/ f(x)dx =s=S.
a
Megjegyzés. Roviden csak azt mondjuk, hogy f integralhatd.
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Példa

NEM INTEGRALHATO korltos fiiggvény. f : [0,1] — R:

1 ha xe€Q
f(x):= .
0 ha x¢Q.

Ekkor VF felosztas esetén
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Riemann osszeg

Definicié. Az F felosztdshoz tartozd egyik RIEMANN OSSZEG

y

f(g)

ahol &k € [xk—1, xk] tetszdleges.

VF esetén: s(F) < o(F) < S(F).
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Oszcillacids osszeg

Definicid. Az F felosztashoz tartozé OSZCILLACIOS OSSZEG

O(]:) = Z(Mk — mk)Axk.

k=1
i >~
o T L v

.

VF esetén:

4 e S o(F)=>0.
_E.\
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Integralhatdsag feltétele

Definicid. F felosztds FINOMSAGA

(F) =max{xx —xk—1: k=1,...,n}.

Allités. f : [a, b] = IR korldtos. Ez integrilhaté <=

3(F,) felosztds-sorozat, melyre 6(F,) — 0, és

lim s(Fp) = lim S(F,), azaz lim o(F,)=0.

n—oo n—oo n—oo
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Integralhatésdg Riemann feltétele

Tétel. Ha f integralhatd, akkor V(F,) felosztas sorozatra,

melyre §(F,) — O:
nILngoo (Fn) —/ f(x)dx

Tétel. (El6z6 T. megforditasa)

Tegylik fel, hogy J(F,), melyre 6(F,) — 0 és
n||_>mooa(]-",,) =1,

ahol 7 fuggetlen a & pontok valasztasatdl. Akkor f integralhato.
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Alap-lemma

Cél: elegendd kritérium az integralhatdsaghoz.

Lemma. f :[a,b] = R korlatos fliggvény.

Ekkor az integrilhatésdg azzal ekvivalens, hogy

Ve > 0-hoz 3F, melyre o(F) < ¢.
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1. Kritérium

Tétel. Ha f : [a, b] — IR korldtos és monoton, akkor integralhaté.
Bizonyitas. Tfh. f monoton nové. € > 0 tetszbleges.

Az F felosztas finomsdga §. Ekkor

oF) = > (f(x) = f(xi1)) - Dxi

i=1

< 5<f(x1) —f(x0) + f(x) — f(x1) + ... + f(xn) — f(xn_1)>

= §-(f(b) — £(a)).

Ezért ha § < ﬁ akkor o( F) < e.
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2. Kritérium

Tétel. Ha f : [a, b] — R folytonos, akkor integralhaté.

Bizonyitas. ¢ > 0 tetszOleges.

€

b—a
5

b—a

f folytonos [a, b]-n, ezért egyenletesen is folytonos. -hoz d6:

x—yl<d = |f(x)-fy)l <

Legyen F olyan felosztas, melyre §(F) < 0.

Ekkor az oszcillacids osszeg

n

e n
o(F) = ;(Mk — my)Axy < b_a kz_:l(xk — Xk—1) = €.

Tehat a fliggvény integralhatd.
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3. Kritérium

Tétel. Tfh f : [a, b] — IR olyan korlatos fiiggvény, mely
véges sok szakadasi helytdl eltekintve folytonos.

Ekkor f integralhatd.
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3. Kritérium
Bizonyitas. Tfh egy szakadasi hely van: x*. € > 0 tetszbleges.
[a,b] =hUhbUL=[a,x" —4]U(x" —0d,x" +0)U[x*+6,b]
l1 és I3-ban f folytonos, igy:

h — ben IF1: o(F1) <

)

I3 — ban IF3: o(F3) < =.

Wl W,

h-n a felosztads: Fp: {x* —§,x* + d}. Az oszcillacids Osszeg:

o(F2) = (M — m)28 < (2K)2,

ahol |f(x)| < K. Ha 6 < ﬁ akkor o(F2) < £/3.

O(]:) = O(fl) + O(]:2) + O(]:3)< 8.\/
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