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Lagrange-féle kozépérték tétel. Ism.

Tétel. Legyen f : [a, b] — IR folytonos, és differencialhaté (a, b)-n.

Ekkor 3¢ € (a, b), melyre:

Y
_— ;P%
, f(b) — f '
Fleo="0-1C) o
0 z z >z

Fig. 14.—Tao illustrate the mean value
theorem
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Cauchy-féle kozépérték tétel. Ism.

Tétel. f,g : [a, b] — R folytonosak, és diff-hatdak (a, b)-n.

Tegyiik fel, hogy g(b) # g(a). Ekkor 3¢ € (a, b), melyre

Megjegyzés. A Lagrange tételbdl csak annyi kovetkezik, hogy

f(b) —f(a) _ £(1), g(b) — &(a)

[ Py =g'(&)

Elglv "52 :

f(b) —f(a) _ (&)

g(b)—gla) g'(&)
A Cauchy tétel ennél tobbet allit!




Példak

Lattuk, hogy a o illetve

jim SN0 _ 0y
x—0 X 0
Cox2-1 0

ilnl x—1 _6_2‘
X 00

lim —="—" =00
X—00 X o0

Eddig hatarértékkel szamoltunk derivaltat.

A L'Hopital szaballyal bizonyos esetekben:

derivalttal szamolunk hatarértéket.

tipusu hatdrérték barmi lehet.

6
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L'Hopital szabaly

Tétel. f és g differencidlhaté fliggvények, melyekre

lim f(x) = lim g(x)=0 (xo = oo is lehet ).

X—rX0 X—rX0

o i F(X)
Ekkor HA létezik lim , AKKOR
x=x g'(x)
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L'Hopital szabaly bizonyitas.

(Vazlat) Legyen xo € IR. Akkor f(xp) = g(x0) = 0, és igy

f(x) f(x)—f(x)

g(x)  g(x)—glxo)

A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint 3¢ (x és xp kdzott), melyre

f(x) —f(x) _ '(€)

g(x) —glx) &'(&)

Nyilvan

im £ o PO ) — flo)
X—Xo g/(x) E—=xo g/(é‘) X—X0 g(x) — g(XO)
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L'Hopital szabaly. Tovabbi alkalmazasok.

> A

f‘/
» Ha lim (x) = 9 akkor a L'Hopital szabalyt djra
xoxg'(x) 0
alkalmazzuk:

im £0) o £00
X—$X0 g’(x) x—x0 g x)

> Egyéb kritikus hatdrértékek:

0-00 0° o? 1%° 00 — 00

tipusi hatdrértékre is igaz a L'Hopital-szabaly.
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L'Hopital szabaly. Példdk.

. sin(x . cos(x
1. lim ( ): lim ( )
x—0 X x—0 1
X X
2. lim —= Iim — =00
X—00 X X—>00 1
n n—1
3. lim — = Ilim =...
x—00 eX x—o00 eX
. cos(x) —sin(x)
4. |lim = = [
s us
x=% = x—% 1
2
1
In(x . =
5. lim ():hmi:O

=1.
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L'Hopital szabaly. Ovatossa’g!

Figyeljlink a feltételekre:

1. Csak kritikus hanyados hatarértékre hasznalhaté. Altaldban:

f f' " 00" "Q”

lim ﬁ # lim (x) csak ha i vagy L

X—XQ g(x) X*)Xog/(X) (0. @] 0

2. Példa. _
im x+sin(x) _"oo”
x—oo x —sin(x)  "od"
[ 1
LH szably:  lim S00) _p 1EcosC) g,

x—00 x —sin(x)  x—o0 1 — cos(x)

A Kiindulé hatérérték létezik: fim ()

=1
x—00 X — sin(x)
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Linearis kozelités, ismétlés

Az f fuggvény grafjdn adott egy (xo, f(xp)) pont.

Ebben a pontban a gorbe érintéje, .... melynek meredeksége f'(xo):

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0).
Ha x "kozel van” xp-hoz, akkor

f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Ez a fliggvény linedris kozelitése az adott pontban.

13 /26



Elsérendli Taylor polinom

Definicié. f: D — R differencidlhaté. xg € int(D).

Az f fiiggvény xo-hoz tartozé ELSOFOKU TAYLOR-POLINOMJA

T1°(x) := f(x0) + f'(x0)(x — X0)

Megjegyzés. Jeldlés: T;°(x) helyett egyszeriien Ti(x)

Allftas. P
i T = T17(x)

X—rX0 X — Xo

=0.
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Elsérendii Taylor polinom, hiba

Tétel. f: D — IR, kétszer differencidlhatd, xp € int(Dy)

Ekkor Vx-hez 3¢ az x és az xp kozott, melyre

f//(é‘) 5

f(x)— Ti(x) = (x — x0)~.

Definicié. Az f(x) — Ti(x) kiildnbség elnevezése

LACRANGE-FELE MARADEKTAC.
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Példa

f(x) = sin(x), xo = 0.

T1(x) = sin(0) 4 cos(0) - x = x.

Legyen x; = 0.1. igy sin(0.1) ~ T1(0.1).

Mennyi a hiba?

in(0.1) — T1(0.1) = - (x _ )2 = _52(5)(0.1)2
Tenst [sin(0.1) - Ty(0.1)] < oo = sin(0.1) = 0.1+ ﬁ
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n-ed rendl kozelités

Egy n-ed fokl polinomot keresiink, mely olyan, mint f xp-ban:

Pn(x0) = f(x0)

Pi(x0) = f'(x0)

P (x0) = £ (x0)
(Azutdn a folytatas: pirtl) = lenne.)

Allitas. 31P,(x) polinom ezzel a tulajdonsaggal.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség trividlis. A létezés: konstrukcid.
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Taylor polinom

Definicié. Tfh f n-szer diffhatd xp egy kornyezetében.

Az f fiiggvény xp-hoz tartozé n-ED RENDU TAYLOR POLINOMJA:

T = o)+ Fl0)(x ) + o (e o) 4
()
ot f n(! 0)(X—X0)n
n AR
= f k(! 0) (x — x0)
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Taylor polinom, f(x) =In(1+x), x, =0

]
15 — L —
T
T3
1 - Ty _
Tie //
05 —— log( 1+x)——
\
0 i
“\
0.5 — [
1 / \‘
|
-1.5 1
|
|
_2 — \ —
25 l i
f |
3 j 1‘ -
|
3.5 1 |
A |
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5
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Taylor polinom

Bizonyitas. (Folytatds) Létezés:

1( (n)( x
To(x) = F(x0)+F (x0) (x—x0)+ - (20)(Xfx0)2+...+f n(! ) (x—x0)"
Th(x) és derivaltjai xp-ban:
/ f(n)(XO) n
T,,(Xo) = f(Xo) +f (Xo)(XO — Xo) + ... ol (XO — Xo) = f(Xo)
"(x (n)(x
T (x0) = f'(x0)1 + f (20)2(x0 —x0) + L n(! O)n(xo —x0)" 1 =
= f/(XO).
(K) ( x (n)(x
79 (xg) = £ kk(l 0) ,, .+ k(! o)(X0 o)™k = £ ()
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Taylor polinom, hibabacslés

Definici6. A LAGRANGE-FELE MARADEKTAG:

Tétel. Tth. f (n+ 1)-szer differencidlhaté xg egy kornyezetében.

Ekkor 3¢ x és xg kozott (€ € (x, xp) vagy & € (xp, x)) melyre:

_ ()

Ln(x) = el (1)

X — Xp) .
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Példa. f(x) = e, xo = 0. %! ~7?

T30 = £(0) + F(0)x + 102 4 10

Mivel f'(x) = f("(x) = &, ezért £'(0) = f"(0) = f"(0) = 1.

Harmadrendii Taylor polinom az xg = 0 kordil:

x? X3
Ts0) =1xt 50+ 35
fgy a becslés
0,01 0,001
0,1 ) )

Tx140,1 :

e +0,1+ 5 + 6
()

A hiba nagysagrendje: £(0,1) — T3(0,1) = x*, 0<¢<0,1

4

|e% — T3(0.1)| <£10—4 < 30
¢ sWHI=5y =047
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Példa. f(x) = e, xo = 0. %! ~7?

20 T T |
exp(x)

4th order Taylor ===
15
10
5K

N
\-
\:
~ — .__——/

0 1 | I
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Implicit fuggvény derivaldsa
Valés fuggvény megaddsara két lehetGség van:
1. EXPLICIT ALAK. x — y = f(x). Pl
y = sin(x), y = In(x), S +2)Y2 ..

Eddig csak ezekkel foglalkoztunk.

2. IMPLICIT ALAK. x <> y Osszefuggés adott. PI.

(x—=1)cos(y)=1, 0<y<m

Ennek derivaldsa kozvetleniil:

cos(y) + (x = 1)(=sin(y))y’ = 0.

;o cos(y) 1
— Y= (x — Dsin(y)  x— 1Ctg 0 v

A derivalt szamolhatd, és pl. érintd egyenes meghatarozhatd.

Kereshetiink lok. szélsGértéket, stb... az explicit alak nélkiil is.
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Valtozas

A személyes gyakorlatok dtalakuldsdval az 6ra eleji ropzh helyett

rop-Moodle teszt lesz.

”_

Két igaz/hamis kérdés a megel6z6 két el6addsbdl,

v

> egymds utdn: 1-1 pont

" z

6ra":15 - "6ra":19 kozott lesz nyitva a teszt.

v

v

A rop-Moodle teszt max idGtartama 3 perc.
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