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Lokalis maximum és minimum

Definicié. f: D — IR tetszdleges fliggvény, xp € intD.

Xo-ban lokdlis maximum (ill. lokdlis minimum ) van,
A

ha JU C D kornyezete xg-nak:

VxelU = f(x)<f(x), / ; ;

7
(ill. f(x) > f(x0).)
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Tétel. (Lokalis széls6érték, sziikséges feltétel)

Tfh. f: D — R fliggvénynek xo-ban lokalis széls6értéke van.

Ha f differencidlhatd, //\ Y.

akkor f'(xp) = 0.

Szemléletesen: lokdlis szélsGérték helynél az érint6 vizszintes.

Definicié. Ha f'(xp) = 0, akkor xp STACIONARIUS PONTJA f-nek.
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Sziikséges feltétel, megforditds?

A tétel megforditdsa nem igaz.

Ha az f differencidlhaté fv-re f'(xo) = 0, xo € intDy esetén,

=~ xo lokalis szélséérték. (persze lehet, hogy az...)

Példa. f(x) = x3, f'(x) = 3x2, és igy J

£(0) = 0. Sk

Mégis xop = 0 nem lokalis széls6érték.
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Monotonitas és derivalt

Tétel.
f . I — IR differencidlhaté fuggvény, | C R intervallum. Ekkor

f monoton névé < f’'(x) >0, Vxel.

f monoton csokkend < f'(x) <0, Vxel.

(x) , a -

0 f o 0 Fa

Fig. 8.—Tangents to graphs of increasing and decreasing functions
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Monotonitas és derivalt

Bizonyitds. Legyen f monoton novo.

A differenciahanyados el6jelét nézziik, xg € intDy:

— ha x < xp, akkor

f(x) - f(x) _ (£0)
X — Xp (<0)

— ha x > xgp, akkor

)~ ) (>0)
X — X0 (>0)

A hatérérték '(xp) > 0
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Monotonitas és derivalt

Kovetkezmény.

Ha f/(x)>0 Vx € (a,b) = f szigordian monoton nové.

Megforditva nem igaz. Pl. f(x) = x.
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Konvex fliggvény

Definicié. Az f : [a, b] — IR KONVEX, ha Va < x; < x» < b esetén
(1= t)x1 + txo) < (1 —t)f(x1) + tf(x), t€[0,1].

il
/ 1) + fixs)
f - 3

" / {2gm)
Tien N

Definicié. Az f KONKAV, ha —f konvex. ("lefelé konvex”)
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Konvex — Konkav

Szemléletesen, ha a fiiggvény differencidlhaté:
— ha a fiiggvény V pontban az érinté folott van, akkor konvex,

— ha minden pontban az érinté alatt van, akkor konkav.

/
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Inflexid

Definicié. Az xp € intDs INFLEXIOS PONT, ha itt a fliggvény
— konvexbdl konkavba,

— vagy konkavbdl konvexbe valt at.

Szemléletesen: \
——— ~

inflexiés pontban az érint6je " atdofi”

a fuggvény grafikonjat. . L |
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Példa. f(x) = x*

Ekkor az x = 0-ban az érint6 meredeksége 0, = 4tdofi a gréfot.

! 3 x > 0 esetén konvex,

x < 0 esetén konkav.

Az x = 0 pontban inflexidja van.
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Konvexitas és derivalt

Tétel. f: 1 — R diff-haté fliggvény, I C IR intervallum. Ekkor
— f konvex I-n <= f’ monoton nové,

— f konkdv /-n <= f’ monoton csokkend.

LI SR e

¥=0

1

-2 —ilicﬁ W

Az f(x) = x3 fiiggvény és derivaltja (4tskaldzva).
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Kovetkezmény
Tétel. Legyen f : | — IR kétszer differencidlhatd fiiggvény, | C IR
egy intervallum. Ekkor

1. f konvex [-n <= f"(x) > 0 Vx € I.

2. f konkdv [-n <= f"(x) <0 Vx € I.
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Lokalis széls6érték, elégséges feltétel

Tétel. f kétszer differencidlhatd.

Tegylik fel, hogy f'(xp) = 0 (staciondrius pont), akkor:
1. ha f”(xp) > 0, akkor xo lokalis minimum,
2. ha f"(xg) < 0, akkor xp lokalis maximum,

3. ha f’(x0) = 0, akkor igy nem eldéntehetd, vajon van-e

szélsGérték.
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Lokalis széls6érték, elégséges feltétel

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel, hogy ”(x0) > 0.

Ekkor 3U = (xo — 0, xo + 0) kornyezet, ahol f”(x) > 0 Vx € U.
Ezért f'(x) szigordan monoton né U-ban. Mivel f'(xp) = 0, ezért
x < xo esetén f'(x) < 0, f szigortian monoton fogy.

x > xo esetén f'(x) > 0, ezért f itt szigordan monoton novekszik.

X < Xp X0 X > Xp
"+ + +
- 0 +

f N lok. minimum a
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Konvex — konkav

Tétel.

Ha " (x0) > 0, akkor f konvex xo valamely kérnyezetében.

Ha f”(x0) < 0, akkor f konkav xq valamely kérnyezetében.

¥
Ly
y=1(z)
|
|
A4 A
' %
| o »-
2 A 3 'z ©
Fig. ga.— [“(x) > 0 Fig. gb.— () < 0

Vajon miért?
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Konvex — konkav

Kovetkezmény.

Ha xp-ban inflexiés pont van, akkor f”(xg) = 0.

Adjunk példat arra, hogy f”(xp) = 0, de nem inflexid.

Allités.

Ha f"(xp) = 0 és 1" elbjelet valt xp-ban, akkor xp inflexiés pont.

Ha f"(x0) = 0 és f"”"(xp) # 0 akkor xg inflexiés pont.
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Példa

Legyen f(x) = x* — 4x3.

Ekkor f/(x) = 4x3 — 12x2. f"(x) = 12x? — 24x = 12x(x — 2)

f(x) eléjele:

x < 0 esetén + (konvex)

x = 0 esetén 0 "
inflection
x € (0,2) esetén — (konkdv)  points

x = 2 esetén 0
x > 2 esetén + (konvex)

Inflexiés pontok: 0 és 2.

(3,—27)
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Rolle tétel

Tétel. (Rolle tétel) Adott f : [a, b] — IR folytonos.

Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté (a, b)-n, és f(a) = f(b).

Ekkor 3¢ € (a, b), melyre f'(£) = 0.
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Bizonyitas. Mivel f folytonos [a, b]-n, ezért Weierstrass Il. tétele
miatt IM maximum, és Im minumum.
1. Ha M = m = f(a) = f(b), akkor a fiiggvény konstans. /.
2. Ha M # m akkor 3¢ € (a, b), melyre m = (&) vagy
M = f(&).

¥4

N

':'clz € tlv-‘-'

Akkor ¢ lokdlis szélséérték, ezért /() =0 .

24 /29



Lagrange-féle kozépérték tétel

Tétel. Legyen f : [a, b] — IR folytonos, és differencialhaté (a, b)-n.

Ekkor 3¢ € (a, b), melyre:

f(b) — f(a)

F(6) = —

T Ple. fle)

Ala, fla)) T

B(b, fib))

o a € b x 0 a g €, boox
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Bizonyitas
Az (a,f(a)) és (b, f(b)) pontokat
0sszekoto egyenes egyenlete

f(b) —f(a)
b—a

g(x) = F(a)+ (x-2a). ~

Linedris fiiggvény, meredeksége

hix) = flx) — g(x)
/

N .

f(b)_f(a) a x b
b—a

Legyen h(x) := f(x) — g(x). Ekkor h differencialhatd, és
h(a) =f(a) —g(a) =0,  h(b) =f(b) — g(b) = 0.
A Rolle tétel miatt 3¢, melyre H'(£) = 0.

7€) =g(€) + (&) = g'(e) = ") =)

b—a
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Lagrange-féle kozépérték tétel. Kovetkezmény

Tétel. (Az integralszdmitds 1. alaptétele)
Adott f : | — R differencidlhaté fliggvény, | intervallum.
Tegyiik fel, hogy f'(x) =0 Vx € | esetén.

Ekkor f(x) = ¢ valamilyen c-re.

Megjegyzés. Konstans fligvény derivéltja 0. Ez trivi.

A fenti allitas ennek "megforditdsa”.
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Kovetkezmény bizonyitasa

Legyenek x1 < xo € [ tetsz6legesek.
Ekkor 3¢ € (x1, x2):

f(xe) — f(xa)

X2 — X1

= fg)=0.

Ezért f(x2) = f(x1) Vx1,x € I. Tehat f konstans.
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Cauchy-féle kozépérték tétel

Tétel. Legyenek f,g : [a, b] — R folytonosak, és
differencidlhatéak (a, b)-n. Tegylik fel, hogy g(b) # g(a).

Ekkor 3¢ € (a, b), melyre

A Tételt nem bizonyitjuk.

Megjegyzés. Specidlis esetként g(x) = x vélasztassal a Lagrange
tételt kapjuk.
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