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Derivalt

Definicié. f: D — IR és xg € intD.

A fliggvény DIFFERENCIALHATO xg-ban, ha

3 lim

X—X0 X — Xp x—=xo  AX

A derivalt egy ekvivalens definicidja:

. f(x+h)—Ff(x) df
! _ —_
Fix) = fim, h = dx




Az érintd egyenes

Az f fliggvény grafjan adott az (xp, f(x0)) pont.

Ebben a pontban a gorbe érintéje, melynek meredeksége 1'(xp):

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0).

Ezért, ha x "kozel van” xp-hoz, akkor

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Ez a fuggvény linedris kozelitése az adott pontban.
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Linearis kozelités

f(x) = v/x + 3. Linedris kozelités xo = 1-ben:
y=Ff1)+f(1)(x-1)

A derivalt
(79 = (1397 =2y

Mivel f(1) =2, és f'(1) = 1/4, igy az érinté egyenlete

1 7
=24 (x—1)= -
y +4(X ) il

X
2

6
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Linearis kozelités, f(x) = vx+3ésx =1

Vi

A linedris kozelités:

igy példaul
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f(x)=e*

Definicié szerint

eX — %0 h_1

e
f'(x) = lim ——— = e*lim =

X—=Xo X — X h

Tehat azt kaptuk, hogy

(e¥) = e*.

Lépjink tovébb. f(x) = a*, a > 0 tetszbleges.
Ekkor a = e'"?, ezért a¥ = (e'"")x = gxIna,

Ennek derivaltja d% (eX'""’) =e"?.na=a"Ina.
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Inverz fliggvény derivalt

Legyen f : D — R szigordan nové, folytonos.
Ekkor Vc € Rf -hez 3¢ € D, melyre f({) =c. Eza c+— ¢

leképezés az inverz fiiggvény. f~!: Rf — Dr.

Tétel. Tfh f differencidlhaté is, tovabba f'(x) # 0, Vx € Dy.

Ekkor f~1 is differencidlhatd, és

1

(0= meoy
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Inverz fliggvény derivaltja

1N/ N 1
RG]

Ekvivalens felirdsa, ha y = f(x) és x = f~1(y):

Vajon szemléletesen ezt hogy latjuk?
Bizonyitas. (Vazlat) Azonossag: f1(f(x)) = x.

Derivéljuk x szerint (lanc szabdly):

(F) (F(x)) - F'(x) = 1,

Innen a tétel allitdsa kovetkezik.
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1
Példa (F 1) (y)= ————.

( ) ( ) f/(f—l(y))
Ha f(x) = €*, f'(x) = €~.
f: R — Rt 7 ezért
létezik az inverze:

(€)' =log,x =: Inx.

In:RT — R.

Az In x fliggvény derivéltja
1
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Exponencialis fliggvény

Az exponencialis fiiggvények: e~ és e ET: x € R.

f(x)

RAJZ fuzetbe:

15/32



sh (x)

A SINUS HIPERBOLIKUS fiiggvény: sh (x) := — X € R.
sinh(x)

4 Ennek tulajdonsigai:
ol 1. szigoruan monoton
14 novo,

75 3 o2 7 .
/i 2. az egész R-en
27 értelmezett,
73_.
-4 3. pératlan fliggvény.

Derivéltja:

sh'(x) = =

16
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ch (x)

Definicié. A CcOSINUS HIPERBOLIKUS fiiggvény:
e+ e~

ch (x) := 5

, x € R.

1. az egész R-en

értelmezett,

-2 -1 1 2 *

Derivaltja:

Ennek tulajdonsigai:

2. paros fliggvény.
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eX — e % eX + e %

sh (x):Tésch (x) = 5

Ezek a fuggvények emlékeztetnek a trigonometrikus fliggvényekre:

sh ’(x) = ch (x), ch '(x) = sh (x).

o2 Allitas. (Pithagorasz

egyenl6ség megfeleldje)

- ch ?(x)—sh 3(x) =1, Vx-—re.

f(x) =/sinh(x)-3

Bizonyitds. A definicidk alapjan:
2x —2x

e e -2

sh 2(x) = %,
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tanh(x)

Definicié. A tangens hiperbolikus fiiggvényt igy definidljuk:

sh (x) e —e™*
tanh = = .
anh(x) ch (x) e<+e>x

ET Dianh = R. EK Rianh = (—1,1).

Bizonyitas. HF.
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f(x) = sin(x) inverz, derivalt

™ T

f~1(x) = arcsin(x), arcsin : [-1,1] — [_5, E]
sin’(x) = cos(x). Az inverz derivaltja:
(FY(x) = — e = (x)

cos(arcsin(x))

Ha x € [—g, g] akkor cos(x) = 4,/ .. 77 = +m.

(1) 1 _ 1
\/1 —sin?(arcsin(x))  V 1-x2
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f(x) = cos(x) inverz, derivalt

f~1(x) = arccos(x), arccos : [-1,1] — [0, 7]

cos'(x) = —sin(x). Az inverz derivéltja:

(F1Y(x) = . Sy

— sin(arccos(x))

Ha x € [0, x], akkor sin(x) = = +4/1 — cos?(x).

() = — 1 1
/1 — cos?(arccos(x)) V1—x2
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tg (x) és ctg (x) inverzek, derivaltak

f~1(x) = arctg (x), arctg : R — (—g, g)
Ismétlés: tg '(x) = 1 + tg ?(x). Ezért az inverz derivaltja
1 1

tg '(x) = = :
arctg "(x) 1+ tg ?(arctg (x)) 14 x2

Hasonléan arcctg : R — (0, 7).
Ismétlés: ctg /(x) = —1 — ctg 2(x), ezért az inverzre

1 -1

tg '(x) = B '
arc ctg '(x) —1 —ctg 2(arcctg (x)) 14 x2
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Masodik derivalt

Definicié. Ha f’ derivdlhatd xp-ban, akkor ennek derivéltja

f MASODIK DERIVALTJA:

F(x0) = lim )= Fx0)
VT 5% x—xo

Tovabbi jelolés:

d (df d’f
1 _a (fary_gar
Fil) = dx (dx) dx?’
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Harmadik (...) derivalt

Hasonldan, ha f” derivilhatd, akkor a HARMADIK DERIVALT

3
"(x) = (f"(x) = %.

Tovabbi elnevezés HARMADRENDU DERIVALT.

...és igy tovdbb. Az n-ED RENDU DERIVALTAT igy jeloljiik:

dnf
dxn’

F()(x) =

Példa. (e*)\") = e ¥n e N,

26
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Példa

1
f(x) = —. Mi ennek n-dik derivéltja?
X

flx) = —=x"
flix) = —x?2=-=

) = (- 3= 5
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Lokalis maximum és minimum

Definicié. f: D — R tetszbleges fliggvény, xo € D.
Xo-ban LOKALIS MAXIMUM van, ha 3U C D kdrnyezete xp-nak,

melyre: Vx e U = f(x) < f(xo).

Xo-ban LOKALIS MINIMUM van, ha 3U C D kornyezete xg-nak,

melyre: Vx e U = f(x) > f(xo).

A lokdlis maximum és lokalis

minimum kdzés neve: /
r 'Y

LOKALIS SZELSOERTEK. X X

Y
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Globalis szélsoérték
Definicio.
Xg GLOBALIS MAXIMUM, ha Vx € Dr esetén

f(x) < f(xo)-

//K\\ g
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Lokalis széls6érték, sziikséges feltétel

Tétel. f: D — R differencialhatd, xo € int(Ds).

Tfh f-nek xg-ban lokalis szélsGértéke van. Akkor

/
f (Xo) =0
/\\_ Szemléletesen:
/ \_/ lokalis széls8értéknél
7 7 P
az erinto vizszintes.
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Sziikséges feltétel, bizonyitds

Tegylik fel, hogy xo-ban lokdlis maximum van.

Ekkor 36 > 0:

x—0<x<x+d = f(x)<f(x0).

/ f(x)—f <0
lgy xo — 0 < x < xg esetén (X)z_X(EXO) = E; Oi,

f(x)—f <0
Hasonldan, ha xg < x < xg + 4, akkor (x) (*o) = (= )
X — Xo (> 0)

—  f(x) > 0.

—  f(x) <0.

Valéban '(xg) = 0.
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