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Derivalt

Definicié. f: D — IR és xg € intD.

A fliggvény DIFFERENCIALHATO xg-ban, ha

3 lim

X—X0 X — Xp x—=xo  AX

A derivalt egy ekvivalens definicidja:

. f(x+h)—Ff(x) df
! _ —_
Fix) = fim, h = dx




Derivalhatdésag, szemléletesen

=

sima nem sima
Alkalmazasi teriiletek:
» Fliggvény gorbe adott pontjdhoz hizott érinté meredekség.
» Pillanatnyi sebesség
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Hatvanyfiuggvények

f(x)=c
f'(x0) = lim ‘7 o
X—=Xp X — X
f(x)=x
f'(x0) = lim X7 _ g,
X—=Xp X — X0
’ f(x)=x",n>1
n__ n
lim X0 _ nx(’)’_l, ezt mar l3ttuk.

X—=Xxp X — X0

Allités. (Hatvényfiiggvény derivéltja. Altalénos eset)
Az f(x) = xP, p € R fuggvény deriviltja:

(xP) = pxP.

6
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Hatvanyfiggvény, példak.
Példa. Ha f(x) = x™, akkor f'(x) = mx™ 1.

Példa. Ha f(x) = = = x~1, akkor
X

Példa. Ha f(x) = /x, akkor

f(x):x% — f’(x)zix BN
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Trigonometrikus fuggvények

F(x) = sin(x)
f(x) = cos(x)
tm =) g

sin’(x) = cos(x), cos’(x) = —sin(x)
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Tétel. Ha f differencidlhaté xp-ban, akkor ott folytonos.

Bizonyitas. Ha x # xp, akkor

f(x) — f(x
Hatarértéket véve
. e f) —f(x) _
Jim (F) = F00)) = lim == ~Jim (x=>0) = £(x0)-0.

lgy
lim f(x) = f(xo)-

X—>X0

Kérdés: "Visszafele”" igaz-e? Vajon folytonos :?> differencialhato

Nem.
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Differencidloperator

A derivalas egy hozzdrendelés:

--» egy fuggvényhez hozzarendeli derivalt-fliggvényét.

X:= {f |f:D—R, f differencia’lhatc')}

Y = {f| f:D—>]R}.
Ekkor a differencidlas miivelete egy operator

Diff: X — Y ff.
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Linearitas

Tétel. Tfh f, g : D — R differencialhaté fiiggvények.

A differencidloperator linearis, azaz

(f+&8)(x) = f(x) + &'(x)

(cf)(x) = cf'(x)  VceR.

Bizonyitas. A hatarérték linedris. |/

Példa. (sin(x) + 3cos(x) + 12x8)’ =...
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Szorzat-szabaly

Tétel. Tth f, g : D — R differencidlhaté fliggvények. Ekkor

(f8)'(x) = F(x)&'(x) + f'(x)g(x).

Bizonyitas.
f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

() () = i TIEC) = Flgloo)
o P800 F(800) + £(00a) - FOu)slo)
X—+X0 X — X0

i (0SB 70,

X—X0 X — Xp X—rXo X — X0

f(x0)g’(x0) f'(xo)
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Szorzat-szabaly, példa

f(x) = x?sin(x). f'(x) =7

(x?sin(x))" = (x3)-sin(x) + x?(sin(x))" =

= 2xsin(x) + x? cos(x).
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Reciprok-szabaly

Tétel. g diff-haté fiiggvény, melyre g(x) # 0 Vx € Dg. Ekkor

0 | =

Bizonyitas.

<g(1<0))/

is diffhatd, és

(G09) - - 55

g(x) _
X — Xp

R (LS O N

o U x—x g(x)g0)

0
—~~
S
~—

X—X0

g(x) — g(x0) 1

lim .
X — X0

= — lim x—x0 g(x)g(xo)

X—rX0
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Reciprok-szabaly, példa

f(x) = % f(x) =7

(05) = -5

ltt g(x) = x2, ezért g’(x) = 2x. Behelyettesitve:

[smerds? (X*Q)/ =7
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Hanyados-szabaly

Tétel. f és g diff-haté fiiggvények, g(x) # 0 Vx € Dg. Ekkor

<f (x) )’ f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
g(x) '

Bizonyitds. A szorzat és reciprok szabdly egyszerre.

(8- (o0 ) -
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Hanyados-szabaly. Példa

(f(X))/ f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

g(x) g2(x)
f(x) = tg (x) = 1"5((’;)) x g tkm, k=0,41,42, ...

(cos(x))" = —sin(x), (sin(x)) = cos(x).
A hanyadosfiiggvény derivalt:

_ cos(x) cos(x) — (—sin(x)) sin(x) _

tg () = cos?(x)
_cos?(x) +sin®(x) 1
cos?(x) "~ cos?(x)’
Lttg 2(x)
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Hanyados-szabaly. Példak HF
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Lancszabdly

Tétel. Osszetett fliggvény derivaldsa.

(Fog) (x)=f(g(x))g'(x).

Példa. (cos(2x)) = —sin(2x) - 2.

Megjegyzés. Klasszikus Leibniz-féle jeloléssel:
Ha y = f(u) és u = g(x), akkor
dy dy du

dx  du dx
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Lancszabaly bizonyitas

(Fog) (x)=f(g(x))g'(x).

(Fog) (%) = lim [8X)) = flgla)) _

X—+Xo X — Xp

f(g(x)) — f(g(x0)) &(x) — g(xo)

o g(x) — g(x) X — xo

_ i X)) = flebo) 800 —ela)
g(x)—glo)  &(x) — g(x0) x>x0  X—Xg

f'(g(x0))
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Lancszabaly. Példa

(Fog) (x)=f(g(x))g'(x).

y=F(x) = (x* = 1)'. Derivalt?

A belsd fiiggvény g(x) = x3 — 1 és kiils6 fiiggvény: f(x) = x190,
Ilgy
dy d 3 100 3 9 d , 3
— _ — -1 —1) =
dx  dx (X 1) 100 (X ) dx (X )

—100 (x* — 1)* - 32 = 3002 (x* = 1)

23 /23



	Differenciálhányados. Ismétlés.
	Alapfüggvények deriváltja
	Folytonosság és differenciálhatóság kapcsolata
	Differenciálási szabályok

