Fuggvények 5.

Differencidlszamitas bevezetd

2020. oktéber 19.
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Definicié.
Tth f : [a, b] — R szigortian novd, folytonos fiiggvény.

Ekkor Vc € [f(a), f(b)] szdmhoz 3! € [a, b], melyre f(§) = c.
(Bolzano tétel.)

Ez a ¢+ & leképezés az INVERZ FUGGVENY.

f=1:[f(a), f(b)] = [a, b]

Allitds. A fent definidlt inverz fliggvény is szigorian novéd és

folytonos.

Megjegyzés. Ha f szig. monoton fogyd, az allitas hasonlé.
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Trigonometrikus fuggvények inverzei. f(x) = sin(x).

Van-e inverze?
—T
2

Megszoritasat tekintjiik. sin : [—g, g] 5 [-1,1]. Itt sin

sin!:

Yy [

T

_m _1 1 .

§2 |/4= X o X - [ Y ] - [ 2’ 2]
0 T x -1 1 -

‘/‘ ’ ) Jelolés: arcsin(x)

Példaul: arcsin(é) =7

ol
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f(x) = cos(x) inverze.

A\ - / A cos fliggvény

NN megszoritdsa kell.

z 2 2

cos : [0, 7] — [—1,1]. Itt cos(x) ™ szigordan monoton.

y

I~ 2

Jelolés: arccos(x).

arccos(cos(x)) = x, 0<x<m

)
cos(arccos(x)) = x, -1<x<1L 5/29
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tg (x) inverze.

N

A tg (x) fiiggvény 1-1 értelmii, ha a

(_7T/27 77/2)

(15}

intervallumra megszoritjuk.

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
T T
| 0
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Ekkor tg : (—m/2,7/2) — RR.

A tg (x) inverze z

tg 1R — (—7/2,7/2). 0

Jelolés: arctg (x). T T
. T . 7T
X||_>mOo arctg (x) = > Xlrﬁoo arctg (x) = —5
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f(x) = ctg (x) inverze.

Hasonléan értelmezhetd a ctg (x) fliggvény inverze.

ctg : (0,7) — R megszoritassal arcctg : IR — (0, )

Ay

arc,ctgx

lim arcctg (x) =? lim arcctg (x) =7
X—>00 X—»—00
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Hatarérték. Altalanos definicié.

Adott f : D — IR fliggvény.

Feltessziik, hogy xp-nak dH kornyezete, melyre

Vx€H, x#£x = xE€ Dy, esetleg xo ¢ D

Definicié. Az f fiiggvény HATARERTEKE xp-BAN «, ha

a-nak YU kornyezetéhez 3V kornyezete xp-nak, melyre

xeDNV, x#xp = f(x)eU.
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Hatdarérték és folytonossag

f :[a, b] — R fliggvény. Ekkor

1. f folytonos xg € (a, b)-ben <= lim f(x) = f(xo).

X—>X0

2. f folytonos a-ban <= lim f(x) = f(a).

xX—a+

3. f folytonos b-ben <= lim f(x) = f(b).

x—b—

Példa. DIRICHLET fiiggvény. f : [0,1] — R,

Flx) = 1 ha xe€Q@Q
7Y 0 na x¢Q

Ez a fliggvény sehol sem folytonos.
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lim xx =? (oc? tipus)
X—>00

Legyen [x] = n. Ekkor
Xx > nx > "n, és Xx < (n+1)§ < v/n+1.
Hatarértéket véve:

1
lim "Wn< lim xx < lim Vn+1

n—oo X—00 n—oo

A két szélen sorozat hatdrértéke van, ezeket ismerjik:

lim "Wn= lim Vn+1= lim ¢n=1.
n—oo n—o0

n—oo

fgy lim xx = 1.

X—00
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Hasonldan, ismert sorozat-hatarérték alapjan igazolhatdk:

1
1. lim (14 =) =e. (1 tipus.)

X—00 X

2. lim (1+ E)X =€ (1 tipus.)

X—00 X

1 1
3. lim(1—-=)"= > (1 tipus.)

X—00 X

Mindezek mintdjdra:

1. lim (14 x)x =?
x—0

2. lim x* =7
x—0
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2_ 2
X 7% 7 ahol x0 € R. (g tipus)

lim
X—=Xp X — X0
2 _ 52
Egyszeriisithetiink x # xp esetén: ——9 = x + xo. Igy
X — Xp
2,2
. XT— X
lim =29 = 2x,.

X—=X0 X — X0

. 7 e . Xn - Xn 7
Kis médositds. lim =9 =? ahol xp e R és n € IN, n > 2.
X—Xg X —XO

Egyszeriisithetiink x # xp esetén:

x" — xg _ _ —k k=1 1
0 o T xR g ey
X — X0
n n
. X" =X _
lim Oznx(')7 L

X—=x0 X — X0
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. sinx — sin x )
lim - 270 9 (= tipus)
X=X X — Xp 0

Trigonometrikus azonossag, ujra:

. . . X — X0 X+ Xo
sin x — sin xp = 2sin <2> cos <2> .

Ezt felhaszndlva:

: : H X—Xo X+Xo
. sinx —sinxg . sin cos (XX
N s (5 cos (350)
X—rX0 X — X0 X—>X0 X — X0
~sin (%) ) X + Xo . sint
lim ——=—%-1lim cos | —— ) = lim ——-cos(xp) = cos(xp).
X—X0 % X—rXp 2 ~~ t=0 t

_X—X0

2
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x—0 X

Kiilon kell szamolni az egyoldali hatartértékeket!

In(1 1 1\*
lim M: lim tln<1+>: lim In<1+> =
x—0+ X t—00 t t—00 t

1
:In<|im (1+)t> =Ilne=1.
t—00 t

t
im A t|n<1+1>— lim |n<1—|—1> — .. =1

x—0— X t——o00 t——o00

Végso eredmény:

15/29



El6készités. Erintd egyenes

Gorbe érint6jének értelmezése? Az érinté érinti az alakzatot.

Kor esetén: az az egyenes,
ami pontosan egy pontban

metszi:

Komplikdltabb gorbe esetén:

nem j6.
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Szeld és érintd

\Y
P Erinté:
=fi'r
p N i szeldk " hatdrértéke”,
ha P; — P
0 ' *T

Fig. 7.—Chord and Tangent
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LY
Két ponton atmend
szel6 meredeksége
B
y-fiz) (= irdnytangense):
P i o
y—->»
m(x) = ——.
(x) =" — o
00— g

Fig. 7.—Chord and Tangent

Definicié. Az f fliggvény P = (xo, yo) ponthoz tartozé ERINTOje

olyan egyenes, ami

— atmegy a ponton,

. . — Yo
— meredeksége m = |im Yo
X—=>X0 X — X0
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Példa

Feladat: Hatdrozzuk meg az y = x? parabola P(1,1) pontjihoz

hdzott érintd egyenes egyenletét. ( )
Megoldés: xo = 1, f(x) = x°.

A meredekség:

_ 2 _
m— fim )= X
x—1 x —1 x—=1 x—1

Az (xo,y0) = (1,1) ponton dtmend m = 2 meredekségli egyenes:

y—1=2(x—1) azaz y=2x-1
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Derivalt
Definicid.

f:D — 1R és xp € Dy, bels6 pont. Az x ponthoz tartozé

DIFFERENCIAHANYADOS
f(x) — f(x A
M g 7')/’ X e Df7 X 7é XO'
X — Xp Ax

A fiiggvény DIFFERENCIALHATO xp-BAN, ha

. f(x)—f(x
3 fim ()~ f(x)
X—X0 X — Xo
Elnevezés: DERIVALT, DIFFERENCIALHANYADOS. Jele:

(0) = < ()
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Derivalt

Jelolje h = x — xo.

Ekkor x — xo egyenértékii azzal x — xg = h — 0.

igy a derivalt egy ekvivalens definicidja:

f(xo+ h) — f(x0)
h

/ T
Flo) = Alno

YA

=N\
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Példa

f(x) = x2, x0 € R.

A definicié szerint

2_ 2
f'(x0) = lim X 7% = 2xp.
X—=X0 X — X0
fgy azt kaptuk, hogy
df
f'(x) = d(;) = 2x, Vx € R.

Ez a folyamat, amit végigszamoltunk a fliggvény differencidldsa —
vagy derivdlasa.

Konkrét meghatarozasa késobb kovetkezik.
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Pillanatnyi sebesség

Gorbe mentén mozgd pont t idé alatt s = 7(t) utat tesz meg.

A [to, to + h] idSintervallumban az 4tlagsebesség

f(to + h) — f(to)
p :

Egyre kisebb h, st h — 0 esetén: pillanatnyi sebesség

i [0+ h) = f(to) _

' (to).
h—0 h (to)

Ez a derivalt (egyik) fizikai jelentése. Szokds még a f(t) jeldlés is.
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Definicié. f: D — R és xp € intD. A flggvény

DIFFERENCIALHATO xg-ban, ha

3 fim ()= F00) AP

X—>X0 X — X0 x—=xo  Ax

Elnevezés DERIVALT, DIFFERENCIALHANYADOS.

A derivalt egy ekvivalens definicidja:
f(x+ h)—f(x) df

! =1 =
(X) hTO h dx




Egyoldali derivaltak

Definicié. f: D — IR és xg € intD. A JOBBOLDALI DERIVALT:

. f(x) — f(xo) f(xo + h) — f(x0)
(o) = A T x—x o, h ’

ha a fenti hatarérték létezik és véges.

A BALOLDALI DERIVALT:
f(x) — f f(xo + h) — f
F o) = tim T ZF00) o Flodh) = Flxo)

x=x0— X — X h—0— h

Allitas.
f differencidlhaté xp-ban <= 3f](xo) és 3f' (xo), és
f_{_(Xo) = fi(Xo) = f/(Xo).
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Példa. f(x) = |x|, xo = 0.

, . |x|—0] . X
f+(0) Xl—lf(r)]-i- x—0 XI—IH'J]—&- X

/ o xl=o] . —x
£2(0) xlrgf x—0 xlnoL X

Mivel f’(0) # f{(0), ezért nem derivélhaté az xo = 0 pontban.
¥

o)
\e

Fig. 9. f(x)=1x|
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Derivalhatdésag, szemléletesen

A fliggvény differencidlhatd, ill. nem differencialhaté

& A

sima nem sima
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