Fluggvények. 4. rész

2020. oktéber 12.

1/31



Hatarérték. Ismétlés.

Adott f : D — IR fliggvény és xp € R.
Feltessziik, hogy U = (xo — r, xo + r) kornyezet, melyre

(x0—r,xo+r)\ {x} CD, esetleg xo ¢ Df

Definicié. Az f fiiggvény HATARERTEKE xp-BAN «, ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre

0<|x—x0| <6 és xeD = If(x) —al <e.

Kovetkezmény. Tth f: D — R és xg € D belsé pont. Ekkor

f folytonos xg-ban <= ILm f(x) = f(xo)-
X—rX0
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Monoton fliggvény hatarértéke

Allitds. £: X — Y. Tfh 3U = (xo — &, x0 + €):
x1<xo € U\{x} = f(x1) < f(x2).

(x), lim f(x).

lim f
X—Xo+ X—rX0—

(Itt £ ) Ekkor léteznek

Ezek a hatarértékek:

lim f(x) =sup{f(x): xo —e < x < xo},

X—X0—

lim f(x) =inf{f(x): xo < x < xp+¢}.

X—rXo0+

y

SOT...

o 1 2\? 4 5 X
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Allitas. (A hatdrérték monotonitdsa.)

1. Tegyiik fel, hogy
f(x) < g(x) Vx e U\ {x0}-

Ekkor
lim f(x) < lim g(x).

X—>X0 X—>X0

2. Tegylk fel, hogy
fix) <g(x) VxeU\{x}
Ekkor

lim f(x) < lim g(x).

X—rX0 X—rX0
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Rendorelv fuggvényekre

Adottak f, g, h, : D — R, melyekre
f(x) < g(x) < h(x), xeU, x#x.
Feltessziik tovdbba, hogy

lim f(x) = lim h(x)= L.

X—r X0 X—r X0

VA
\ h
Ekkor
g
L ILm g(x) = L.
/’ X—=X0
f
0 a x
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Rendorelv fuggvényekre. Példa.

1
f(x)=xsin{=].
(x) = x sin (X>
Latjuk, hogy

. (1
— x| < x sin| = ) < |x],
X

ha x # 0.

1
o ~im(—lxD) = 0. fev i (1 o
Mivel >|<£no|X’ )I(lno( Ix|) =0, igy lim x sin (x) 0
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Kompozicié hatarértéke

Allitas. Tegylik fel, hogy

lim g(x) = «, lim f(x) = p,

X—rX0 X—rQ
ahol o, 8,x € IR

Ekkor
lim f(g(x)) = 0.

X—>X0

Bizonyitas. Atviteli elv segitségével. (HF)

Megjegyzés. A fenti képletben szerepld konstansok értéke akar

+o00 is lehet.
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Kompozicié hatarértéke, példa

)= 1.  Df=R\{0}

C142%
A jobboldali hatarérték 0-ban:

1
m = =400 = lim 25 =400 — lim - =0
x—0+ X x—0+ x—0+ 1 + 2%
A baloldali hatarérték 0O-ban:
1
lim —=-00 = lim 2x=0. = lim —
x—0— X x—0— x—=0-1 + 2%

06 Tehdt a lim f(x) nem
x—0

04 |étezik.
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Allités.
Tegyiik fel, hogy f folytonos xp-ban és f(xg) > 0.

Ekkor JU kornyezete xg-nak, melyre

f(x)>0, VxeUnD;.

[ht
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Bizonyitas.

Legyen 0 < € < f(xp). A folytonossdg miatt 30 > O:
|x — xo| < 0, — |f(x) — f(x0)| < e.
Ezen x pontokra tehat

f(x) > f(x0) —e > 0.
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Folytonos fliggvény

Definicid.
f FOLYTONOS Df-EN, ha Vxg € Dg-re folytonos xg-ban.

A folytonossag definicidjdban szerepl6 d-ra

0= 5(E,X0)
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Bolzano tétel

Tétel. f:[a, b] — R folytonos fliggvény. Tfth f(a) <0 < f(b).

Ekkord¢ € (a, b),

melyre f(§) = 0.

¥

fib)+-

fla) 4

-/

Uj beti: f KSZI
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Bolzano tétel, bizonyitds

Konstruktiv bizonyitds. Legyen a; = a, by = b.

1. lépes.

a+b

Legyen & = >

» Ha (&) =0, akkor /.

» Ha f(&) > 0, akkor

dp = aj,

» Ha f(&1) < 0, akkor legyen

as = &1,

Ekkor f(a2) <0, f(b2) > 0 és [az, bo] C [a1, b1], fele hosszisagu.

by = &;.

b2 = b1.
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2. lépés. [as, bs] konstrukcidja: f(a3z) < 0 és f(b3) > 0, stb.

y
L
fib)+ /1
e
0 LE;;- V| J:-a x
fla)+ “\ ; i""'/l
: 1

Ekkor két eset lehetséges:
— Vagy véges sok |épésben vége van az iteraciénak, &/
— Vagy "nincs vége"
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Ha "nincs vége”, ekkor két sorozat lett:
(an): f(an) <O (bn):  f(bn) > 0.
Masrészt [ay, b1] D [a2, bo] . . ., tovdbba b, — a, — 0.
A Cantor-féle kozospont-tétel: 3!, € € (a, b).
Jman=€ e lim b=t

A folytonossag miatt

lim f(an) = f(€) <0,  lim f(by) = f(£) > 0.

n—o0 n—oo

Ezért
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Bolzano tétel, altalanos eset

Tétel. f:[a, b] — R folytonos fliggvény. Tfh f(a) < f(b).

Ekkor Vc € [f(a), f(b)]-hez 3¢ € (a, b), melyre f(&) = c.

A

f(b)

fla)

/

Kovetkezmény. Paratlan fokd polinomnak biztosan van gyoke.

f

(@l TSy g S

\4
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Welierstrass |. tétel

f : Df — R Folytonos.

Fontos specidlis eset: Df = [a, b]. Korlatos és zért (= kompakt).

Tétel. (Weierstrass |. tétele)

Legyen f : [a, b] — IR folytonos fiiggvény. Ekkor f korlatos.
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Weierstrass |. tétel, bizonyitas

Indirekt. Tegytik fel, hogy feliilr6] nem korlatos:
Ekkor Vn-hez 3x, € [a, b]: melyre f(x,) > n.
Mivel a < x, < b, = (x,) korlatos.

Tehat 3(x,, ) konvergens részsorozata (B-W tétel):

lim x, = Xo.
ng— 00
[a, b] zart => xp€[a, b]. Itt f folytonos (sorozatfolytonos is):
nklgnoo f(xn,) = f(x0).
A konstrukcié szerint f(x,, ) > ny, ezért
nkl[>noo f(Xnk) = T

Ez ellentmondas.
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Weierstrass |l. tétel

Tétel. (Weierstrass Il. tétele)
Legyen f : [a, b] — IR folytonos fiiggvény.
Ekkor f felveszi infimumat és supremumdt [a, b]-n.
Ez azt jelenti, hogy d&; és J&o:
f(&1) = max{f(x), x € [a, b]},

f(&2) = min{f(x), x € [a, b]}.
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Weierstrass |l. tétel, bizonyitds

A maximum |étezését igazoljuk.
H:={f(x):x € [a,b]} = Ry.
Weierstrass |. tétel alapjan
B = sup(H) < oco.

Ekkor Vn-re dx,: )
B—E<f(x,,)§5.

Mivel a < x, < b = (x,) korlatos.
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Az (xp) sorozat korlatos.

Tehat 3(x,, ) konvergens részsorozata (B-W tétel):

lim x, = &1.
ny— o0

[a, b] zdrt = &1 €[a, b]. ltt f folytonos (sorozatfolytonos is):

lim f(xn,) = f(&).

ny— o0

De tudjuk, hogy

B—%<f(x,,k)§,8, = p[f=f(&) = p[eH
Ezért valéban 8 = max(H).
A minimum létezését hasonldan igazolhatjuk.
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Folytonos fliggvény

Definicid.

f FOLYTONOS Df-EN ha Vxg € D¢-re folytonos xgp-ban.

A folytonossag definicidjaban szerepl6 d-ra

d = 0(g, x0)-

Létezik-e olyan fliggvény, mely "kozos" d-val rendelkezik, azaz

d = 0(¢) minden xp pontban?
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Példa

Viélasz: Igen.
f(x) = x? + 1, ennek megszoritasit nézziik Df = [1,2]-re
Legyen € > 0 tetszbleges. Ekkor

f(x) = f(xo)| = [¥*+ 1= —1] = |(x — x0)(x + x0)| <

< |x — xo| - 4,

ui. |x 4+ x| <4 Vx,x € [1,2].

Ezért 6 = £/4 vélasztas Vxp-ra jo.
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Egyenletes folytonossag
Definicid.
Az f : Df — R fiiggvény EGYENLETESEN FOLYTONOS Df-EN,

ha Ve > 0-hoz 3§ = d(c), melyre

VXl,XQ c Df ‘Xl — X2| <0 = ’f(X1) — f(Xg)‘ < €

el

Kovetkezmény.

Ha f egyenletes folytonos Ds-en, akkor Vxy € Dr-ben folytonos.
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1. Példa
f(x) =x2+1, Df = [0, +00).

Belatjuk, hogy NEM egyenletesen folytonos.
Legyen € = 2. Belatjuk, hogy erre V¢ "rossz".

1
Valdéban, ha — < §, akkor vélasszuk: x; :==n, xo .= n+ —.
n n

1 2
n2+1—<n—|—> —1
n

1

Bar [x1 — xo| < 0, mégis

[f(xa) = flx)| =
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2. Példa

o 1
AW WA

0 I

1 1
Ha x; = o Xp = L akkor |f(x1) — f(x2)|=|n—(n+ 1) =1.

Az alappontok tdvolsdga tetszolegesen kicsi lehet

1 n+l-n_ 1
n+1  n(n+1)  n(n+1)

1
‘X]_—X2|:f— < 6.
n

Ezért az ¢ = 1-hez nincs "j6" §.
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Folytonossag és egyenletes folytonossag
f : Df — IR folytonos.
Fontos specialis eset: D = [a, b]. Korlatos és zart (= kompakt).

Tétel. (Heine tétel)

Ha az f : [a, b] — R folytonos, akkor egyenletesen is folytonos.

Bizonyitas Indirekt.

1
Tfh, hogy d¢ > 0 melyre V6 > 0 rossz, példdul 6 = — sem jo.
n

(Részletek a jegyzetben...)
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