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Határérték. Ismétlés.

Adott f : D → IR függvény és x0 ∈ IR.

Feltesszük, hogy ∃U = (x0 − r , x0 + r) környezet, melyre

(x0 − r , x0 + r) \ {x0} ⊂ D, esetleg x0 /∈ Df

Defińıció. Az f függvény határértéke x0-ban α, ha

∀ε > 0-hoz ∃δ > 0, melyre

0 <|x − x0| < δ és x ∈ D =⇒ |f (x)− α| < ε.

Következmény. Tfh f : D → IR és x0 ∈ D belső pont. Ekkor

f folytonos x0-ban ⇐⇒ lim
x→x0

f (x) = f (x0).
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Legyen

f (x) = x sin
1

x
, x 6= 0.

Df = IR \ {0}. lim
x→0

x sin
1

x
=?
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”Látjuk”, hogy a határérték 0-ban 0. Ha x 6= 0,∣∣∣∣sin
1

x

∣∣∣∣ ≤ 1, =⇒
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ ≤ |x |.
Így tetszőleges ε > 0 esetén δ = ε:

|x | < δ =⇒
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ < ε.

Valóban lim
x→0

x sin
1

x
= 0.
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Példa

f (x) =
sin(x)

x
, Df = IR \ {0}

.

lim
x→0

sin(x)

x
=? Tipp?

Elegendő a 0 < x < π/2 intervallumot tekinteni, hisz f páros. Itt
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Az ábráról is leolvashatók 0 < x < π/2 esetén:

sin(x) < x =⇒ sin(x)

x
< 1

tg (x) > x . Így
sin(x)

cos(x)
> x =⇒ sin(x)

x
> cos(x).

Tehát

cos x <
sin(x)

x
< 1,

Határértéket véve

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.
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A határérték fogalom kiterjesztése

Eddig ezt definiáltuk:

lim
x→x0

f (x) = α
√

ahol x0 ∈ IR és α ∈ IR voltak.

A határtérték-fogalmat kiterjesztjük arra az esetre, amikor

x0 =∞

és/vagy

α =∞

Megjegyzés. A defińıciók −∞ esetre könnyen átfogalmazhatók.
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A határérték, x0 = +∞

Defińıció. lim
x→∞

f (x) = α, ha ∀ε > 0-hoz ∃K ∈ IR, melyre

x > K =⇒ |f (x)− α| < ε.
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Példa: ”végtelenben a határérték véges ”

f (x) =
2x + 1

x
, x 6= 0

Belátjuk hogy lim
x→∞

f (x) = 2. Legyen ε > 0 tetszőleges. Ekkor∣∣∣∣2x + 1

x
− 2

∣∣∣∣ < ε ⇐⇒
∣∣∣∣2x + 1

x
− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1

x

∣∣∣∣ < ε.

Így (
1

x
< ε ⇐⇒

)
x >

1

ε
⇐⇒ |f (x)− 2| < ε.

Tehát K =
1

ε
√
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A határérték, α = +∞

Defińıció. lim
x→x0

f (x) = +∞, ha ∀K ∈ IR-hez ∃δ > 0, melyre

|x − x0| < δ, x 6= x0 =⇒ f (x) > K
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Példa: ”véges pontban a határérték végtelen ”

f (x) =
1

x2
, x 6= 0

Belátjuk, hogy lim
x→0

f (x) = +∞. Legyen K > 0 tetszőleges. Ekkor

1

x2
> K ⇐⇒ |x | < 1√

K
.

Tehát δ =
1√
K

jó választás.
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A határérték, α = +∞, x0 = +∞

Defińıció. lim
x→∞

f (x) = +∞,

ha ∀M ∈ IR-hez ∃N ∈ IR:

∀x > N =⇒ f (x) > M
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Példa: ”végtelenben a határérték végtelen ”

Legyen

f (x) = x2, Df = IR.

Belátjuk, hogy

lim
x→∞

x2 =∞.

Valóban, legyen M ∈ IR tetszőleges. Ekkor

x2 > M ⇐⇒ x >
√
M.

Tehát N =
√
M jó választás.

RAJZ HF!
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Példa

f (x) = sin

(
1

x

)
, Df ∈ IR \ {0}

Látható, hogy a 0-ban nincs határértéke.

Ennek prećız – és könnyű – bizonýıtása: átviteli elv alapján lesz.
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Átviteli elv

Átviteli elv ≈ ”sorozatok mentén vett határérték”

Álĺıtás. lim
x→x0

f (x) = α pontosan akkor, ha ∀(xn) sorozatra, melyre

I (xn) ⊂ Df ,

I xn 6= x0,

I lim
n→∞

xn = x0

teljesül, hogy

lim
n→∞

f (xn) = α.
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Példa, alkalmazás

f (x) = sin

(
1

x

)
, x 6= 0

Tekintünk két sorozatot:

1

xn
=
π

2
+ 2nπ,

1

yn
=

3π

2
+ 2nπ.

Mindkét sorozat 0-hoz tart:

xn → 0, yn → 0.

A fügvényértékek sorozata:

f (xn) = 1 =⇒ lim
n→∞

f (xn) = 1

f (yn) = −1 =⇒ lim
n→∞

f (yn) = −1.
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Átviteli elv, jobboldali határértékre

Álĺıtás. lim
x→x0+

f (x) = α ⇐⇒ ha ∀(xn) sorozatra, melyre

I (xn) ⊂ Df ,

I xn > x0,

I lim
n→∞

xn = x0

teljesül, hogy

lim
n→∞

f (xn) = α.
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Átviteli elv, baloldali határértékre

Álĺıtás. lim
x→x0−

f (x) = α ⇐⇒ ha ∀(xn) sorozatra, melyre

I (xn) ⊂ Df ,

I xn < x0,

I lim
n→∞

xn = x0

teljesül, hogy

lim
n→∞

f (xn) = α.

Megjegyzés. Az átviteli elvek átfogalmazhatók arra az esetre is,

amikor x0 = ±∞ és/vagy α = ±∞.
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Példa

f (x) =
x2 − 1

x − 1
, Df = IR \ {1}.

Meghatározzuk a

lim
x→1

f (x)

határértéket az átviteli elv alkalmazásával.

Legyen (xn) egy sorozat, melyre xn 6= 1, és lim
n→∞

xn = x0.

Ekkor a sorozat mentén f (xn) = xn + 1, ı́gy a határérték:

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

(xn + 1) = 2.
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