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Hatarérték. Ismétlés.

Adott f : D — IR fliggvény és xp € R.
Feltessziik, hogy U = (xo — r, xo + r) kornyezet, melyre

(x0—r,xo+r)\ {x} CD, esetleg xo ¢ Df

Definicié. Az f fiiggvény HATARERTEKE xp-BAN «, ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre

0<|x—x0| <6 és xeD = If(x) —al <e.

Kovetkezmény. Tth f: D — R és xg € D belsé pont. Ekkor

f folytonos xg-ban <= ILm f(x) = f(xo)-
X—rX0
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Legyen .
f(x) = xsin;7 x # 0.

Df =R\ {0}. I|m xsm% =7
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"Latjuk”, hogy a hatdrérték 0-ban 0. Ha x # 0,

.1 o1
sin—| <1, = xsin—| < |x|.
X X

igy tetszbleges € > 0 esetén § = ¢:
1

Xxsin —
X

x| < ¢ = <e.

, . 1

Valdéban |lim xsin— = 0.
x—0 X
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Példa

=" bR\ (o)
. sin(x) ,
My = e

Elegendé a 0 < x < m/2 intervallumot tekinteni, hisz f péros. Itt

tan

sing

K M[0 cosg o A
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sing

\ 0 cosg A

Az abrardl is leolvashaték 0 < x < 7/2 esetén:

= o

sin(x)

sin(x) < x 1
sin(x) sin(x)
t > X. > cos(x).
500> ey ) )
Tehdt _
cos x < M <1,
X
Hatarértéket véve
sin(x)
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A hatarérték fogalom kiterjesztése

Eddig ezt definiadltuk:
lim f(x) =« Vv

X—>X0

ahol xg € R és a € IR voltak.
A hatartérték-fogalmat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor
Xp = 00

és/vagy
a =00

Megjegyzés. A definiciok —oo esetre konnyen atfogalmazhatdk.
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A hatdrérték, xg = +00

Definicié. lim f(x) = «, ha Ve > 0-hoz 3K € IR, melyre

X—00

x> K = [f(x) —a] <e.
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Példa: "végtelenben a hatarérték véges "

Belatjuk hogy lim f(x) = 2. Legyen £>0 tetsz6leges. Ekkor
X—>00

2x +1 2x +1 1
-2l <e -2 =|—-|<e.
X X X
lgy
1 1
S<E =) x>o = If(x)—2| <e.
X
1
Tehdt K = —

2,
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A hatarérték, a = +00

Definicié. lim f(x) = +o0, ha VK € R-hez 35 > 0, melyre

X—rX0

Ix —xo0| <0, xF#xo = f(x)>K
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Példa: "véges pontban a hatarérték végtelen ”

BN W A

f(x)=—%,x#0

I O T
B W N o

Belatjuk, hogy Iim0 f(x) = 4+00. Legyen K > 0 tetszéleges. Ekkor
X—

1
—>K = x| <
X

|-

1 ., .
Tehat 6 = — jé valasztas.

VK
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A hatarérték, a = +o00, xp = +00

Definicié. Ii_)m f(x) = +oo,
ha VM € R-hez 9N € R:

Vx>N = f(x)>M
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Példa: "végtelenben a hatarérték végtelen ”

Legyen
f(x) = x?, Df =RR.

Belatjuk, hogy

lim x% = co.
X—00

Valéban, legyen M € R tetszdleges. Ekkor
*>M = x>VM.

Tehat N = M jé valasztas.

RAJZ HF!
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Példa

F(x) = sin ()1() . DreR\ {0}

Lathatd, hogy a 0-ban nincs hatédrértéke.

Ennek preciz — és konnyli — bizonyitdsa: atviteli elv alapjan lesz.
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Atviteli elv

Atviteli elv ~ "sorozatok mentén vett hatarérték”

Allitas. lim f(x) = « pontosan akkor, ha V(x,) sorozatra, melyre
X—rX0

> (X,—,) C Df,
> X, # X0,

> lim x, = xgp
n—o0

teljesiil, hogy

nl;ngo f(xn) = .
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Példa, alkalmazas

1
f(x) =sin <> , x#0
X
Tekintunk két sorozatot:
1 T
——2 19
- 5 + 2nm,

Mindkét sorozat 0-hoz tart:
Xn — 0,
A fligvényértékek sorozata:
f(xn) =1
f(y,,) =-1

=

—

— = +2n7w

Yo 2

¥n — 0.
) =1
lim f(yn) = —1.
n—oo
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Atviteli elv, jobboldali hatarértékre

Allités. lim f(x) = a <= ha ¥(x,) sorozatra, melyre
X—X0+

> (X,,) C Df,
> X, > Xo,

> |lim x, = xo
n—o0

teljesiil, hogy

nILrgo f(xn) = .

20/22



Atviteli elv, baloldali hatarértékre

Allités. lim f(x) = a <= ha ¥(x,) sorozatra, melyre
X—>X0—

> (X,,) C Df,
> x, < Xo,

> |lim x, = xo
n—o0

teljesiil, hogy

nILngO f(xn) = .

Megjegyzés. Az atviteli elvek atfogalmazhatdk arra az esetre is,

amikor xg = £00 és/vagy o = £o0.
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Példa

x2—1
(=2 Dr=R\{1}
Meghatarozzuk a
lim f(x)
x—1

hatarértéket az atviteli elv alkalmazasaval.
Legyen (x,) egy sorozat, melyre x, # 1, és lim x, = xo.
n—oo

Ekkor a sorozat mentén f(x,) = x, + 1, igy a hatarérték:

lim f(x,) = lim (x,+1) =2.

n—o0o n—oo
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