Valds szamok bevezetése

2020. szeptember 7.

Absztrakcio!



A természetes szamok halmaza: IN

A szamfogalom felépitésének elsd Iépése: IN = {1,2,3,...}.

A IN halmaznak két fontos alaptulajdonsidga a kovetkezo:
1. Van legkisebb elem, ez 1 (egység).

2. Mindegyik elem utdn van kozvetlenul kovetkezé: n — n+1

Megjegyzés. Mas konyvekben esetleg els6 elem n=0. 4



Teljes indukcié

Teljes indukcids bizonyitasi elv. Legyen A, valamilyen 4llitas

minden n természetes szamra. Ha
1. A; teljesil, és
2. Aki1 mindig igaz Ay teljesiilése esetén,

akkor a fenti A, tulajdonsag teljesiil minden n-re.

Példaul: "Minden n természetes szam érdekes.”



1. Megjegyzés. A teljes indukcidt Ugy képzelhetjiik el, mintha fel

kellene menniink egy végtelen hosszi |épcson.

mn 1

2. Megjegyzés. A teljes indukcid esetleg nem 1-gyel kezdddik,

hanem ahonnan a képletek érvényesek.



Teljes indukcid, példa

Példa. lgazoljuk, hogy minden n € IN esetén

1)(2n + 1
12402 2o M0t )6("+ ).

Bizonyitas:

A teljes indukcid elsé Iépése. n = 1 esetén az allitas igaz, hiszen n

helyére 1-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy

1:1'2-3.
6




Allitds: 124+ 22 4 ... 4 p? = 2=DCotl)

A teljes indukcié masodik lépése. Tegylik fel, hogy valamely
rogzitett n = k-ra teljesiil az allitds (ez az indukcids feltevés).

Nézzik meg, mennyi k + 1 négyzetszam Osszege:

124224 KP4 (k4 1)2 =

_ k(k+ 1)6(2k+ D 17 (),

Folytathatjuk:

(K1) o+ 1) 1 6k 1+ 6) = KEDKE2)@K+3)
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A természetes szamok halmazanak bovitése
A szamfogalom felépitésének elsd Iépése volt: IN = {1,2.3,...}.

Egyik mivelet: Osszeadds. 13 + 134 =/
13+ 7 = 11 megoldasahoz:
— egész szdmok: Z = {0,+1,4+2,+3, ... }.

Masik miivelet: szorzds. 13- (—134) =/
13 .7 = 11 megolddsahoz:
— raciondlis szamok: Q = {r = P | p,q € Z,q # 0},
q

Hogyan tovabb?

— AXIOMATIKUS BEVEZETES



Axidomak= alaptulajdonsagok

Adott egy IR halmaz, melynek elemeit VALOS szZAMOKnak

nevezzuk.

Adott két kitiintetett eleme, ezek: 0 és 1 (0 # 1).
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R = szdmegyenes pontjai

Adott IR-en két miivelet, az Gsszeadds (+) és a szorzas (),

valamint egy < rendezési relacié.

Ezek tulajdonsdgait AXIOMAKBAN adjuk meg.



Axidmak 1. csoportja: a miiveletek alaptulajdonsagai.

Jelolések.

Y = MINDEN, 4 = LETEZIK

!

EGYERTELMUEN LETEZIK

1. Az Gsszeadas asszociativ, azaz (x +y)+z =x+ (y + z)
2. x+0=x, Vx e R.

3. Vx € R-hez du € R, melyre x+ u = 0. Ez az x szam ellentettje.



4. Az Osszeadds kommutativ, azaz x +y = y + x.
5. A szorzas asszociativ, azaz (x - y)-z=x-(y - z).
6. x-1=x

7. Vx € R, x # 0-hoz Ju € R, melyre x - u = 1.

Ez az x szam reciproka.
8. A szorzds kommutativ, azaz x -y = y - x.

9. A szorzas disztrubutiv az osszeadasra, azaz

(x+y)z=x-z+y-z

Megjegyzés. A szorzas miivelete: x -y = xy.



Axidmak, 2. csoport: a rendezési reldcié tulajdonsagai.

10. V¥x € R esetén x < x (a rendezési reldcié reflexiv).

11. Vx # y esetén az x < y és y < x kozll pontosan egy igaz.

12, Hax<yésy <z = x <y (arendezési relicié tranzitiv).
13. Hax<y=x+z<y+z

14, Hax<yés0<z=—=x-z<y-z



Axiémak, 3. csoport.
15.  (Archimedeszi axiéma) Nincs legnagyobb elem.

16. (Cantor-féle axiéma) Ha zart intervallumok egy sorozata:

/1:[31,[)1], I2:[ag,bz],...ln:[a,,,b,,],...

melyek 11:_312:_):_31,,

| T/———— 1 |
+ 1 + + + e
a, @ dz.. by by by

akkor az intervallumoknak van kézos pontja.

Mds széval, dc € R melyre ¢ € I, Vk € IN.



Cantor-féle axiéma, 1. példa
Kérem lerajzolni az aldbbi az intervallumokat egy szamegyenesen.
h =13,4].

b =[3.1, 3.2].

Is = [3.14159265, 3.14159266]

Vajon mi a kozos pont?

(A Cantor axibma == irracionalis szdmok is vannak.)



Cantor-féle axiéma, 2. példa

Kérem lerajzolni az alabbi az intervallumokat egy szamegyenesen.
h =10,3].
h=[1-3%2+1]

b=[1-3 2+1]

lLh=[1-1 24+1]

Vajon mi a kozos pont?



Cantor-féle kozospont-tétel

A két példdban: az intervallumoknak van kozos pontja.

Tétel
Tegyiik fel, hogy a Cantor axioma feltételei teljesiilnek:

e [,, n € IN intervallumok zartak, és

[ ] In D) In+]_ Vn.

Ezen kiviil tegytik fel, hogy

e Ve > 0-hoz Iy, mely |Iy| = by — ax < e.

Ekkor a kozos pont egyértelmii.




Cantor-féle kozospont-tétel. Indirekt bizonyitas.

A Cantor-axiéma miatt van kozos pont.

Feltessziik, hogy dc < d melyek ¢, d € Iy Vk. Legyen
e:=d—c>0.

Ekkor a feltétel szerint 3n € IN, amire b, — a, < €.

d ap<c = a,te<ct+e=d

h b,—an<e =— b,<apte<d

==



Osszeg, szumma. Szorzat, produktum.

Adott n darab szam, n € IN "valamennyi”. Ezek Osszege:

ai + ax+- - - +an.

Kompakt formdban: Z ak. | Itt k jelentése: futdindex.

e Els6 értéke k = 1, ami a szumma jel alatt van. Az 6sszeg elsé

tagja az.

o V |épésben k értéke 1-gyel n6. Az osszeg kovetkezo tagja ay.

e Ha k eléri a szumma folotti értéket: vége.

Hasonléan, n darab szdm szorzata: a; - a»-- - -- an.

n
Kompakt formaban: H ak. | Most is k: futdindex.
k=1




Szumma, példak
1+4+9+- +144—Zk2 ZJ
5 5
Futdindex " barmi": Zan = Z am
n=1 m=1

5 5
DE! Mi a killonség: Y ~a, és » a, ?
n=1 m=1

Kis varidcié: ap =8, a3 =4, a4 =12, as = —3, ag = —6, ag = 1.

Mennyi lesz:

4 3
Z a =7 Z ajr1 =" Z ap =7
j=1 n=2



Korlatossag

Legyen H C IR a valds szamok halmazanak egy részhalmaza.

A H halmaz alulrél korlatos, ha 3k € R (alsé korlat), melyre
k<x Vx € H.

A H halmaz feliilrdl korlatos, ha 3K € IR (felsd korlat), melyre
x <K Vx € H.

A H halmaz korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

Példa. H = [—2, 2) intervallum. Felsé korlat?



Ha H # () feliilrél korlatos, akkor a felsé korldtok kozt 3 legkisebb.

Definicid. A halmaz legkisebb fels6 korlatjat SUPREMUMnNak

nevezziik. Jele sup(H).

Ekvivalens Definicié. S = sup(H), ha
e egyrészt S felsd korldt, azaz S > x, Vx € H

e mdasrészt VS’ fels6 korldtra S’ > S .

Kovetkezmény. Ha S = sup(H), akkor V3 < S szdmra 3x € H:
x>pf.



Ha H +# () alulrdl korldtos, akkor az alsé korldtok kozt
3 legnagyobb.

Definicié. A halmaz legnagyobb alsé korlatjat INFIMUMNak

nevezziik. Jele inf(H).

Ekvivalens Definicié. s = inf(H), ha
e egyrészt s alsé korlat, azaz s < x, Vx € H

e masrészt Vs’ alsé korldtra s’ < s .

Kovetkezmény. Ha s = inf(H), akkor Vy > s-hez 3x € H: x > ~.

Ha H iures halmaz, vajon



1. Példa. Legyen H = [a, b]. Ekkor

inf(H) = a, sup(H) = b.
hiszen
2. Példa. H = (a, b). Ekkor is

inf(H) = a, sup(H) = b.
Kovetkezmény inf(H) € H vagy inf(H) ¢ H is lehet.

Ha H elemei koziil van legkisebb, akkor ez az infimum, azaz

inf(H) = min(H) ha a minimum létezik.

Ha a halmazban van maximalis elem, akkor sup(H) = max(H).



3. Példa. )
H= { . ne ]N} .
n
dmax(H), ezért sup(H) = max(H) = 1.
Amin(H). Belatjuk, hogy inf(H) = 0.
1. Iépés. Nyilvdn 0 < 1/n Vn -re, tehdt a 0 alsé korlat.

2. lépés. Legyen ¢ > 0O tetszOleges. N = [] vélasztéssal
€

, ezért Ve > 0 nem lehet alsé korlat.

NI



Tétel: "az infimum és supremum j6l definidltak”

Tétel Tth H nem lires, alulrél korldtos halmaz. Ekkor Jinf H.
Tth H nem iires, feliilrél korlatos halmaz. Ekkor dsup H.

Konstruktiv bizonyitas: H alulrdl korlatos, ezért da; alsé korlatja.
1. eset. Ha a; € H, akkor a; = min(H), egyben infimum is. /

2. eset. Ha a1 ¢ H, akkor legyen b; € H tetszbleges, by > a;.

b
Legyen 1 = [a1, b1] és definidljuk a ¢; = 1+ b1 szamot.
g—a%ﬂ— #
a C a
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